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Εισαγωγη

Σκοπός τούτου του συµπληρώµατος είναι να παρουσιάσουµε µε κάπως µεγαλύτερη άνεση και
σχετική αυτονοµία, ως προς το βιβλίο, τη βασική µεθοδολογία χειρισµού και επίλυσης των
βασικών «παράπλευρων» εξισώσεων που συναντούµε εκεί ώστε να δοθεί η δυνατότητα στον
αναγνώστη να εξοικειωθεί µε έναν τρόπο σκέψης που πιστεύουµε ότι είναι πιο σηµαντικός και
από τα επιµέρους ευρήµατα που αναφέρονται σε αυτό.
Οι εξισώσεις για τις οποίες θα µιλήσουµε θα είναι, κατά σειράν, οι εξής:

A. y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = 0 : Η γενική, γραµµική και οµογενής εξίσωση
δευτέρας τάξεως

B. ut + β(x, t)ux + γ(x, t)u = 0 : Η γενική, γραµµική και οµογενής, µερική διαφορική
εξίσωση πρώτης τάξης.

C. y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x) : Η γενική εξίσωση Ricatti

Το ενοποιητικό πλαίσιο της παρουσίασης θα είναι αυτό που αναφέρεται στον τίτλο του συµπλη-
ρώµατος µε µοναδική εξαίρεση τον µετασχηµατισµό που θα δείτε στην αρχή της «παραγρά-
φου» C και ο οποίος όχι µόνο δεν διατηρεί τη µορφή της εξίσωσης Ricatti αλλά κάνει ακριβώς
το αντίθετο! Την µετατρέπει σε κάτι τελείως διαφορετικό. Την µετατρέπει σε µια γραµµική εξί-
σωση δευτέρας τάξεως. Με την εξαίρεση αυτού του µετασχηµατισµού το µοναδικό εργαλείο
που θα χρησιµοποιήσουµε θα είναι πράγµατι οι αλλαγές εξαρτηµένης (κυρίως) µεταβλητής,
που διατηρούν το βασικό µορφολογικό χαρακτηριστικό της θεωρούµενης εξίσωσης και που
εξειδικεύονται µετά έτσι ώστε να επιτευχθεί η µέγιστη δυνατή απλοποίηση και ενδεχοµένως
η επίλυσή της. Σε κατοπινές «συνέχειες» τούτου του συµπληρώµατος θα συζητήσουµε επίσης
τις δυνατότητες που µας παρέχει η χρήση των αλλαγών ανεξάρτητης µεταβλητής και οι οποίες
µόνο «παρεµπιπτόντως» αναφέρονται εδώ. Και αρχίζουµε µε τις εξισώσεις του τύπου A.

˜̃
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Α. Η γενική γραµµική και οµογενής διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως:
Ο µετασχηµατισµός y=gY και οι χρήσεις του

Σύµφωνα µε το γενικό πλαίσιο που περιγράψαµε πριν, αφετηρία µας εδώ θα είναι η παρατήρηση
ότι, αν θέλουµε να διατηρήσουµε το γραµµικό και οµογενή χαρακτήρα µιας εξίσωσης, τότε οι αλ-
λαγές εξαρτηµένης µεταβλητής που µπορούµε να κάνουµε πρέπει να είναι και αυτές γραµµικές και
οµογενείς. Αυτή η απαίτηση ικανοποιείται, προφανώς, από έναν µετασχηµατισµό της µορφής

y(x) = g(x)Y (x), (1)

όπου y, Y η παλιά και η νέα εξαρτηµένη µεταβλητή αντίστοιχα, και g(x) µια αυθαίρετη συνάρτηση.
Ας κάνουµε τώρα τον µετασχηµατισµό (1) στην εξίσωση

y′′ + Py′ + Qy = 0 (2)

για να δούµε ποιες µπορεί να είναι οι πιθανές χρήσεις του. Θα έχουµε

y′ = gY ′ + g′Y, y′′ = gY ′′ + 2g′Y ′ + g′′Y (3)

και, εισάγοντας τις (1) και (3) στη (2), παίρνουµε

gY ′′ + (Pg + 2g′)Y ′ + (g′′ + Pg′ + Qg)Y = 0, (4)

απ’ όπου αναφαίνονται αµέσως οι εξής δύο δυνατότητες:

α) Να διαλέξουµε το g έτσι ώστε να µηδενίζεται ο συντελεστής του όρου της πρώτης παραγώγου της
νέας εξίσωσης. ∆ηλαδή να απαιτήσουµε όπως

Pg + 2g′ = 0

οπότε θα είναι
g = e−

1

2

R

Pdx (5)

και η µετασχηµατισµένη εξίσωση θα έχει έρθει τότε στη λεγόµενη κανονική µορφή

Y ′′ + I(x)Y = 0 µε I(x) = Q(x) −
1

2
P ′

−
1

4
p2.

β) Να διαλέξουµε το g(x) έτσι ώστε να µηδενίζεται ο συντελεστής τού Y της νέας εξίσωσης, οπότε
αυτή θα παίρνει τη µορφή

Y ′′ + P̃ Y ′ = 0, P̃ = P + 2
g′

g
,

η οποία γίνεται αµέσως πρωτοτάξια µε την προφανή αντικατάσταση Y ′ = u. Αυτή η ελάττωση
τάξης πραγµατοποιείται όταν το g ικανοποιεί την εξίσωση

g′′ + Pg′ + Qg = 0,

όταν δηλαδή συµπίπτει µε µία από τις λύσεις της αρχικής.

Έχοντας τώρα σκιαγραφήσει τις δύο δυνατές χρήσεις του µετασχηµατισµού y = gY , ας εξετάσουµε
καθεµιά από αυτές χωριστά.
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1. ΤΟΠΕΡΑΣΜΑ ΣΕ ΚΑΝΟΝΙΚΗΜΟΡΦΗ

Ορισµός: Κανονική µορφή µιας δευτεροτάξιας εξίσωσης

y′′ + Py′ + Qy = 0

ονοµάζεται εκείνη που προκύπτει από αυτήν µε απαλοιφή του όρου της πρώτης παραγώγου της µέσω
ενός γραµµικού και οµογενούς µετασχηµατισµού της εξαρτηµένης µεταβλητής της.

Όπως είδαµε, ο κατάλληλος παράγοντας µετασχηµατισµού g(x) είναι ο

g(x) = e−
1

2

R

P (x)dx, (6)

για τον οποίο η νέα εξίσωση παίρνει τη µορφή

gY ′′ + (g′′ + Pg′ + Qg)Y = 0

ή, ισοδύναµα, την

Y ′′ +

(
Q + P

g′

g
+

g′′

g

)
Y = 0

η οποία, για g = exp(−
∫

P (x)dx/2), γράφεται τελικά ως

Y ′′ + I(x)Y = 0, (7)

όπου
I(x) = Q −

1

2
P ′

−
1

4
P 2. (8)

Η θεµελιώδης σηµασία της κανονικής µορφής φαίνεται τώρα από την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση: Όλες οι δευτεροτάξιες γραµµικές διαφορικές εξισώσεις που συνδέονται µε γραµµικούς και
οµογενείς µετασχηµατισµούς εξαρτηµένης µεταβλητής έχουν την ίδια κανονική µορφή.

Απόδειξη: Όπως είδαµε νωρίτερα, η µετασχηµατισµένη µορφή της εξίσωσης

y′′ + Py′ + Qy = 0 (9)

κάτω από έναν τυχόντα µετασχηµατισµό y = gY , είναι

Y ′′ + P̃ Y ′ + Q̃Y = 0, (10)

όπου
P̃ = P + 2

g′

g
, Q̃ = Q + P

g′

g
+

g′′

g
.

Για να δείξουµε ότι οι (9) και (10) έχουν την ίδια κανονική µορφή πρέπει να δείξουµε ότι

Ĩ(x) = I(x),

δηλαδή ότι
Q̃ −

1

2
P̃ ′

−
1

4
P̃ 2 = Q −

1

2
P ′

−
1

4
P 2
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πράγµατι είναι

Ĩ = Q̃ −
1

2
P̃ ′

−
1

4
P̃ 2 =

(
Q + P

g′

g
+

g′′

g

)
−

1

2

(
P + 2

g′

g

)
′

−
1

4

(
P + 2

g′

g

)2

και παίρνοντας υπ’ όψιν ότι (g′/g)′ = (g′′/g) − (g′/g)2 θα έχουµε τελικά

Ĩ = Q + P
g′

g
+

g′′

g
−

1

2
P ′

−

(
g′′

g
−

(
g′

g

)2
)

−
1

4
P 2

− P
g′

g
−

(
g′

g

)2

,

απ’ όπου φαίνεται αµέσως πως όλοι οι όροι που περιέχουν το g απαλείφονται, και ό,τι αποµένει δεν
είναι παρά το I = Q − P ′/2 − P 2/4 της αρχικής εξίσωσης.
∆είξαµε λοιπόν ότι η παράσταση

I = Q −
1

2
P ′

−
1

4
P 2,

που κατασκευάζεται από τους συντελεστές P και Q µιας δευτεροτάξιας γραµµικής εξίσωσης, παρα-
µένει αναλλοίωτη στους µετασχηµατισµούς y = gY . Είναι δηλαδή η ίδια για όλη την οικογένεια των
εξισώσεων που συνδέονται µεταξύ τους µε γραµµικές και οµογενείς αλλαγές εξαρτηµένης µεταβλη-
τής.
Η πρακτική και θεωρητική σηµασία αυτού του αποτελέσµατος είναι σχεδόν προφανής. Αν κάποιος

έχει πάρει µια γνωστή επιλύσιµη εξίσωση –π.χ., την y ′′ + y = 0– και της έχει κάνει µια αυθαίρετη
αλλαγή εξαρτηµένης µεταβλητής –π.χ., την y = exp(x2/2)Y – τότε η κρυµµένη επιλυσιµότητα της
νέας εξίσωσης µπορεί να αποκαλυφθεί αµέσως, πηγαίνοντάς την στην κανονική µορφή. Με άλλα
λόγια, η µετάβαση στην κανονική µορφή αναιρεί τους αυθαίρετους µετασχηµατισµούς εξαρτηµένης
µεταβλητής και αποκαλύπτει την τυχόν επιλυσιµότητα της εξίσωσης. Αυτή η σύντοµη συζήτηση ας
είναι και µια πρώτη εισαγωγή του αναγνώστη στα «µυστήρια» της κρυπτοεπιλυσιµότητας περί των
οποίων θα γίνει µια αναφορά σε ένα άλλο µέρος αυτού του Μαθηµατικού Συµπληρώµατος.

2. ΕΛΑΤΤΩΣΗ ΤΑΞΗΣ

Ας επιστρέψουµε τώρα στη δεύτερη δυνατή χρήση του γραµµικού και οµογενούς µετασχηµατισµού
y = gY . Όπως είπαµε νωρίτερα, από τη γενική µορφή της µετασχηµατισµένης εξίσωσης

gY ′′ + (Pg + 2g′)Y ′ + (g′′ + Pg′ + Qg)Y = 0

φαίνεται αµέσως ότι µπορούµε να µηδενίσουµε τον συντελεστή του Y αρκεί να διαλέξουµε το g έτσι
ώστε να ικανοποιεί την εξίσωση

g′′ + Pg′ + Qg = 0,

δηλαδή να ταυτίζεται µε µία από τις λύσεις y1, y2 της αρχικής. Με αυτή την εκλογή η νέα εξίσωση
περιέχει µόνο τους όρους δευτέρας και πρώτης παραγώγου και, εποµένως, µε την αντικατάσταση
Y ′ = u, µετατρέπεται αµέσως σε πρωτοτάξια. Ποιοτικά, αυτή η ελάττωση τάξης είναι κάτι που θα
έπρεπε να αναµένεται. Πρόκειται για τον ίδιο ακριβώς µηχανισµό που µας επιτρέπει να ελαττώσουµε
το βαθµό µιας αλγεβρικής εξίσωσης όταν συµβαίνει να γνωρίζουµε µία από τις ρίζες της. Εν πάση
περιπτώσει, εδώ η ελαττωµένης τάξης εξίσωση έχει τη µορφή

u′ +

(
P + 2

g′

g

)
u = 0, (11)
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όπου
g = y1 ή y2, u = Y ′, y = gY.

Υπενθυµίζουµε τώρα στον αναγνώστη ότι µια γραµµική και οµογενής πρωτοτάξια εξίσωση της γε-
νικής µορφής

y′ + Py = 0

ολοκληρώνεται αµέσως γράφοντάς την ως

y′

y
= −P ⇒

d

dx
ln y = −P ⇒ ln y = −

∫
P dx

⇒ y = e−
R

P (x)dx.

Έτσι, για την (11), θα έχουµε

u = e−
R

(P+2 g
′

g
)dx = e−

R

Pdxe−2 ln g

⇒ u =
1

g2
e−

R

Pdx =
W

g2
, (12)

όπουW = W (x) η βρονσκιανή της αρχικής εξίσωσης

W = W (y2, y2) = y1y
′

2 − y′1y2 = e−
R

P (x)dx (τύπος του Abel)

και g(x) µία από τις λύσεις της. Συγκεκριµένα, αν g = y1 τότε η (12) γράφεται ως

u = Y ′ =
W

y2
1

⇒ Y =

∫
W

y2
1

dx

και, δεδοµένου ότι y = gY = y1Y , θα έχουµε τελικά

y = y1

∫
W

y2
1

dx (13)

που είναι, βέβαια, ο πολύ γνωστός τύπος

y2 = y1

∫
W

y2
1

dx, (14)

βάσει του οποίου υπολογίζουµε µια δεύτερη λύση όταν η µία είναι ήδη γνωστή. Βασικά –λόγω του
αόριστου χαρακτήρα του ολοκληρώµατος και του γεγονότος ότι η βρονσκιανή ορίζεται µε απροσδιο-
ριστία µιας πολλαπλασιαστικής σταθεράς– τόσο ο (13) όσο και ο (14) µας δίνουν τη γενική λύση ως
γραµµικό συνδυασµό της y1 και µιας γραµµικά ανεξάρτητης δεύτερης λύσης y2.
∆είξαµε λοιπόν ότι η γνώση µιας λύσης µας επιτρέπει να µειώσουµε κατά µονάδα την τάξη µιας

δευτεροτάξιας εξίσωσης, και ολοκληρώνοντας την πρωτοτάξια εξίσωση που προκύπτει, να υπολογί-
σουµε και µια δεύτερη λύση.
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B. Η γενική γραµµική και οµογενής µερική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης:
Ο µετασχηµατισµός u=gU και οι χρήσεις του

Πρόκειται για την εξίσωση
ut + β(x, t)ux + γ(x, t)u = 0, (1)

που είναι προφανώς η πιο γενική πρωτοτάξια µερική διαφορική εξίσωση που έχει και την επιπλέον
ιδιότητα της γραµµικότητας και της οµογένειας. Όπως και στις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις έτσι
και εδώ τα µόνα συστηµατικά εργαλεία που έχουµε στη διάθεσή µας για τη λύση αυτής της εξίσωσης
είναι οι αλλαγές εξαρτηµένης ή/και ανεξάρτητης µεταβλητής(-ών) και εδώ θα περιοριστούµε κυρί-
ως στο πρώτο από αυτά τα οποίο επαρκεί πλήρως για το σκοπό µας. Η βασική παρατήρηση τώρα
–όπως και προηγουµένως– είναι ότι αφού η (1) είναι γραµµική και οµογενής, και θέλουµε να παρα-
µείνει τέτοια, η µόνη αλλαγή εξαρτηµένης µεταβλητής που έχει νόηµα να χρησιµοποιήσουµε είναι
η γραµµική και οµογενής σχέση

u = gU, (2)

όπου u,U η παλιά και η νέα εξαρτηµένη µεταβλητή και g(x, t) µια αυθαίρετη συνάρτηση που θα
πρέπει να επιλεγεί κατάλληλα. Για να δούµε ποια µπορεί να είναι µια τέτοια «κατάλληλη επιλογή»
αντικαθιστούµε τη (2) στην (1) και παίρνουµε

gUt + gβUx + (gt + βgx + γg)U = 0, (3)

απ’ όπου είναι φανερό ότι αν η g ικανοποιεί την εξίσωση

gt + βgx + γg = 0 (4)

–είναι δηλαδή µια λύση της αρχικής εξίσωσης (1)– τότε η (3) θα καταλήγει στην

Ut + βUx = 0, (5)

δηλαδή στην ίδια την αρχική εξίσωση αλλά χωρίς τον τελευταίο όρο της. Φτάσαµε έτσι σε ένα απο-
τέλεσµα τελείως ανάλογο µε εκείνο της προηγούµενης «παραγράφου», όπου και εκεί η ταύτιση του
g µε µία από τις λύσεις (y1 ή y2) της αρχικής εξίσωσης οδήγησε στην απαλοιφή του όρου χωρίς
παράγωγο και, λόγω αυτού, σε µείωση της τάξης της εξίσωσης. Και η µόνη διαφορά µε την τωρινή
περίπτωση είναι ότι εδώ δεν προκύπτει µείωση τάξης, για τον πολύ απλό λόγο ότι η εξίσωση είναι
ήδη πρωτοτάξια και επιπλέον όχι συνήθης αλλά µερική διαφορική εξίσωση.
Όσον αφορά τώρα την εξίσωση (5), θα δείξουµε αµέσως –στην πραγµατικότητα είναι σχεδόν

προφανές– ότι η γενική της λύση θα µπορεί πάντα να γραφεί υπό τη µορφή

U = f(ξ), (6)

όπου ξ = ξ(x, t) µια οποιαδήποτε ειδική λύση της (5) και f(ξ) µια αυθαίρετη συνάρτηση του ξ.
Πράγµατι, δεδοµένου ότι

Ut =
∂f

∂t
= f ′(ξ)ξt, Ux =

∂f

∂x
= f ′(ξ)ξx

η αντικατάσταση της (6) στην (5) θα δώσει

f ′(ξ)(ξt + βξx) = 0 ⇒ ξt + βξx = 0, (7)

το οποίο αποδεικνύει το ζητούµενο.
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Αποµένει να δούµε αν υπάρχουν κάποιες σηµαντικές ειδικές περιπτώσεις για τις οποίες είναι δυ-
νατή η εύρεση µιας ειδικής λύσης g της (1), οπότε θα είναι σίγουρα δυνατή και η αναγωγή της στην
απλούστερη µορφή (5). Ύστερα από λίγη σκέψη βλέπει κανείς ότι µια σηµαντική τέτοια περίπτωση
–που εµφανίζεται συχνότατα στις εφαρµογές– είναι η

γ(x, t) = γ(t) (8)

για την οποία είναι αµέσως φανερό ότι η (1) θα διαθέτει µια ειδική λύση επίσης της µορφής g(x, t) =
g(t), βάσει της οποίας η (1) καταλήγει στη συνήθη διαφορική εξίσωση

ġ + γ(t)g = 0,

που λύνεται αµέσως µε αποτέλεσµα
g(t) = e−

R

γ(t)dt. (9)

Θα είναι λοιπόν σε αυτή την περίπτωση

u(x, t) = e−
R

γ(t)dtf(ξ), (10)

όπου ξ µια οποιαδήποτε ειδική λύση της (5) και f(ξ) µια αυθαίρετη συνάρτηση του ξ. Σηµειώστε
επ’ ευκαιρία ότι η εµφάνιση αυθαίρετων συναρτήσεων είναι ένα αναµενόµενο χαρακτηριστικό της γε-
νικής λύσης των µερικών διαφορικών εξισώσεων, ακριβώς όπως η εµφάνιση αυθαίρετων σταθερών
είναι επίσης ένα τυπικό χαρακτηριστικό της γενικής λύσης των συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Και
όπως στις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις το πλήθος των εµφανιζόµενων αυθαίρετων σταθερών είναι
ίσο µε την τάξη της εξίσωσης, το ίδιο ισχύει και για τις µερικές διαφορικές εξισώσεις: Το πλήθος
των αυθαίρετων συναρτήσεων που εµφανίζονται στη γενική λύση είναι ίσο µε την τάξη της εξίσω-
σης. Είναι λογικό λοιπόν ότι στην περίπτωσή µας –όπου η επιλυόµενη εξίσωση είναι πρωτοτάξια–
το πλήθος των εµφανιζόµενων αυθαίρετων συναρτήσεων θα είναι ίσο µε ένα, όπως και συµβαίνει.
Αντίθετα, στην περίπτωση µιας δευτεροτάξιας εξίσωσης όπως, π.χ., η γνωστή κυµατική εξίσωση στη
µία διάσταση

uxx −
1

c2
utt = 0,

η γενική λύση –όπως µπορείτε εύκολα να επαληθεύσετε– γράφεται ως

u(x, t) = f(x − ct) + g(x + ct)

και όντως περιέχει δύο αυθαίρετες συναρτήσεις –τις f και g–, όσες δηλαδή και η τάξη της εξίσωσης.
Για να πάµε ένα βήµα πιο πέρα θα χρειαστεί τώρα να «σκύψουµε» λίγο πάνω στην εξίσωση (5)

για να δούµε αν υπάρχουν και εδώ κάποιες ειδικές –αλλά µη τετριµµένες– µορφές του συντελεστή
β = β(x, t) για τις οποίες µπορεί επίσης να βρεθεί µια ειδική λύση ξ = ξ(x, t) που θα εισαχθεί µετά
στον τύπο (10) για να µας δώσει τη ζητούµενη γενική λύση της αρχικής εξίσωσης (1). Η απλούστερη
τέτοια περίπτωση που µπορούµε να εξετάσουµε είναι όταν το β(x, t) έχει την κλειστή µορφή ενός
πολυωνύµου ως προς x –µε συντελεστές που είναι συναρτήσεις του t–οπότε είναι εύλογο να περιµέ-
νουµε ότι και η λύση θα έχει µια ανάλογη πολυωνυµική µορφή. Ύστερα από λίγο βλέπει όµως κανείς
–αποδείξτε το παρ’ όλα αυτά– ότι αυτό είναι δυνατό µόνο όταν το β είναι ένα πολυώνυµο πρώτου
βαθµού. ∆ηλαδή όταν

β(x, t) = α(t)x + β(t) (11)
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όπου, βέβαια, η συνάρτηση β(t) του δεύτερου µέλους δεν έχει καµιά σχέση µε τη β(x, t) του πρώτου.
Με β(x, t) όπως στην (11) η (5) γράφεται ως

Ut + (αx + β)Ux = 0, (12)

απ’ όπου γίνεται γρήγορα αντιληπτό ότι η ζητούµενη ειδική λύση ξ(x, t) θα µπορεί να αναζητηθεί
στη µορφή

ξ = A(t)x + B(t), (13)

της οποίας η αντικατάσταση στη (12) δίνει αµέσως

Ȧx + Ḃ + (αx + β)A = 0

⇒ Ȧ + αA = 0, Ḃ + βA = 0,

απ’ όπου οι συναρτήσεις A και B προσδιορίζονται πολύ εύκολα συναρτήσει των α και β που θεω-
ρούνται γνωστές. Θα είναι συγκεκριµένα

A(t) = e−
R

α(t)dt, B(t) = −

∫
βe−

R

α(t)dtdt.

Σε ένα άλλο µέρος τούτου του Μαθηµατικού Συµπληρώµατος θα εξετάσουµε και κάποιες ακόµα
ενδιαφέρουσες περιπτώσεις, όπου η εξίσωση (1) είναι ακριβώς επιλύσιµη και θα µελετήσουµε επίσης
τις δυνατότητες που µας παρέχει το άλλο βασικό εργαλείο που έχουµε στη διάθεσή µας: Οι αλλαγές
των ανεξάρτητων µεταβλητών t και x, που η γενική τους µορφή είναι

s = s(t, x), z = z(t, x), (14)

όπου s και z ο νέος «χρόνος» και η νέα «θέση» αντίστοιχα. Όπου βέβαια η κατάλληλη «κίνηση»
και εδώ –όπως και στην αλλαγή εξαρτηµένης µεταβλητής που εξετάσαµε πριν– είναι να αντικατα-
στήσουµε τις (14) στην (1) ώστε να διερευνήσουµε τι δυνατότητες παρεµβάσεων στη µορφή της
εξίσωσης προκύπτουν λόγω αυτών των αλλαγών. ∆εν θα προχωρήσουµε αυτή τη διερεύνηση εδώ
γιατί δεν είναι αναγκαία για τους περιορισµένους σκοπούς τούτου του πρώτου µέρους του Μαθη-
µατικού Συµπληρώµατος. Αναφερθήκαµε όµως και σε αυτή τη δυνατότητα ώστε να αναδειχθεί µε
απόλυτη σαφήνεια η βασική «φιλοσοφία» µας σχετικά µε τη λύση διαφορικών εξισώσεων όπως αυ-
τές που συζητάµε εδώ. Το ουσιώδες είναι να γνωρίζουµε τα «εργαλεία» που έχουµε στη διάθεσή µας
και να γνωρίζουµε επίσης, σε γενικές γραµµές, τι µπορεί να κάνει το καθένα από αυτά. Ώστε να εί-
µαστε σε θέση τουλάχιστον να αντιµετωπίσουµε µεθοδικά την κάθε συγκεκριµένη περίπτωση, και
ό,τι καταφέρουµε. Στη λύση διαφορικών εξισώσεων –το γνωρίζουµε όλοι αυτό– η επιτυχία δεν είναι
ποτέ εξασφαλισµένη. Η αποτυχία όµως είναι σίγουρη αν αρχίσουµε να δοκιµάζουµε στα τυφλά κάθε
πιθανό ή απίθανο τέχνασµα ελπίζοντας στην. . . καλή µας τύχη.



C. Η εξίσωση Ricatti

Πρόκειται για τη «διασηµότερη» από όλες τις µη γραµµικές εξισώσεις πρώτης τάξεως που περιγρά-
φονται από το γενικό τύπο y′ = f(x, y), όπου f(x, y) µια τυχούσα συνάρτηση των x και y. Η εξίσωση
Ricatti είναι εκείνη η πρωτοτάξια εξίσωση της οποίας το δεύτερο µέλος έχει την ηπιότερη δυνατή µη
γραµµική εξάρτηση από την εξαρτηµένη µεταβλητή y. Είναι ένα δευτεροβάθµιο τριώνυµο ως προς
y µε συντελεστές που είναι τυχούσες συναρτήσεις του x. Θα είναι δηλαδή

y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x) [εξίσωση Ricatti] (1)

Εκείνο που κάνει την εξίσωση Ricatti σηµαντική από µαθηµατικής πλευράς –αλλά και από πλευ-
ράς εφαρµογών– είναι το γεγονός ότι µπορεί να αναχθεί σε γραµµική µε έναν κατάλληλο (αν και
ανορθόδοξο) µετασχηµατισµό. Για να φτάσουµε γρήγορα στο στόχο µας ας πούµε αµέσως ότι ο µε-
τασχηµατισµός αυτός έχει τη µορφή

y = −
1

a

u′

u
(2)

και ας τον. . . επαληθεύσουµε (δάσκαλε που εδίδασκες!) στην ειδική περίπτωση a(x) = 1,(1) οπότε
η (1) γράφεται ως

y′ = y2 + by + c. (3)

Θα έχουµε τότε

y′ = −

(

u′

u

)

′

= −
u′′u − u

′2

u2
= −

u′′

u
+

(

u′

u

)2

= −
u′′

u
+ y2. (4)

οπότε είναι φανερό ότι η αντικατάσταση της (4) στην (3) θα οδηγήσει στην απαλοιφή του όρου y2

και η προκύπτουσα εξίσωση θα είναι η

−
u′′

u
+

(

u′

u

)2

=

(

u′

u

)2

+ b

(

−
u′

u

)

+ c

⇒ u′′
− bu′ + cu = 0, (5)

ενώ µε τον ίδιο τρόπο µπορεί να δείξει µόνος του ο αναγνώστης ότι και η γενικότερη αντικατάσταση
(2) στην αρχική εξίσωση (1) θα δώσει την επίσης γραµµική εξίσωση δευτέρας τάξεως

u′′
−

(

b +
a′

a

)

u′ + acu = 0. (6)

Η µετατροπή µιας µη γραµµικής εξίσωσης σε γραµική είναι σίγουρα ένα πολύ θετικό αποτέλεσµα
αν ληφθεί υπ’ όψιν ότι για τις γραµµικές εξισώσεις διαθέτουµε µια συστηµατική µεθοδολογία επί-
λυσης (βλ. και Κεφ. 2 του βιβλίου) που έχει ως ακρογωνιαίο λίθο της την αρχή της υπέρθεσης των
λύσεων: Το οποίο σηµαίνει πρακτικά ότι µας αρκεί να βρούµε δύο (γραµµικά ανεξάρτητες) λύσεις
y1 και y2 της δεδοµένης εξίσωσης y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = 0 για να κατασκευάσουµε µετά και τη
γενική της λύση ως τον τυχόντα γραµµικό τους συνδυασµό y = c1y1 + c2y2. Κάτι που ασφαλώς δεν
ισχύει στις µη γραµµικές εξισώσεις για τις οποίες η γνώση οσωνδήποτε ειδικών λύσεων δεν αρκεί
(1) που δεν είναι στην πραγµατικότητα πολύ ειδική αφού το a(x) µπορεί πάντοτε να γίνει µονάδα µε κατάλληλη αλλαγή

εξαρτηµένης ή ανεξάρτητης µεταβλητής. (∆είτε πιο κάτω.)
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για τον προσδιορισµό της γενικής τους λύσης. Όµως η αναγωγή µιας πρωτοτάξιας εξίσωσης σε µια
εξίσωση δευτέρας τάξεως, όπως στην περίπτωσή µας, θέτει ένα βασικό ερώτηµα. Πώς είναι δυνατή
µια τέτοια αναγωγή όταν γνωρίζουµε ότι η γενική λύση των πρωτοτάξιων εξισώσεων περιέχει µία
µόνο αυθαίρετη σταθερά c ενώ για τις δευτεροτάξιες εξισώσεις το πλήθος αυτών των σταθερών είναι
ίσο µε δύο; Η απάντηση είναι πολύ απλή. Αν u = c1u1 + c2u2 είναι η γενική λύση της γραµµικής
δευτεροβάθµιας εξίσωσης (6), τότε η αντικατάστασή της στον τύπο (2) θα δώσει

y = −
1

a

c1u
′

1 + c2u
′

2

c1u1 + c2u2
= −

1

a

u′

1 + cu′

2

u1 + cu2
(c = c2/c1)

δηλαδή µια έκφραση που περιέχει µία µόνο αυθαίρετη σταθερά c. Και η έκβαση αυτή είναι βεβαίως
προφανής εκ των υστέρων, αφού στο πηλίκον u′/u µόνο ο λόγος των δύο σταθερών c1 και c2 θα έχει
σηµασία.
Όσο για τη δικαιολόγηση –έστω «εκ των υστέρων»– του µετασχηµατισµού (2) η µόνη που µπορώ

να προσφέρω –πέραν της εµπειρικής διαπίστωσης ότι η παραγώγιση της έκφρασης (u ′/u) εµφανίζει
και το τετράγωνό της (u′/u)2– αφορά την αντίστροφη διαδικασία, που είναι η (ανεπιθύµητη όµως!)
µετατροπή µιας δευτεροτάξιας γραµµικής και οµογενούς εξίσωσης σε µια πρωτοτάξια εξίσωση που
προκύπτει να έχει τη µορφή Ricatti.
Τέτοιο υποβιβασµοί τάξεως είναι πάντα δυνατοί όταν η δεδοµένη εξίσωση έχει κάποια συµµετρία

–π.χ., µετατόπισης ή ανακλιµάκωσης του x ή του y– η οποία και υπαγορεύει µονοσήµαντα τον κα-
τάλληλο µετασχηµατισµό που θα επιτύχει αυτό τον υποβιβασµό. Η περίπτωση των δευτεροτάξιων,
γραµµικών και οµογενών εξισώσεων ανήκει σε αυτή την κατηγορία, αφού οι εξισώσεις αυτές πα-
ραµένουν αναλλοίωτες στην αλλαγή y → λy: έχουν δηλαδή συµµετρία κλίµακας ως προς y. Πώς
εκµεταλλευόµαστε αυτό το γεγονός θα το δει ο αναγνώστης ως ειδική περίπτωση µιας γενικότερης
συζήτησης υπό τον τίτλο «Συµµετρία και ελάττωση τάξης», στο Σ. Τραχανάς, Συνήθεις Διαφορικές
Εξισώσεις, σελ. 93-108 και ειδικότερα στη σελ. 104, όπου δείχνεται ότι πράγµατι η ελάττωση τάξης
που γίνεται δυνατή χάρις στην παραπάνω συµµετρία, µετατρέπει µια δευτεροτάξια γραµµική (και
οµογενή) εξίσωση σε µια πρωτοτάξια εξίσωση Ricatti. Επειδή όµως το επιθυµητό στην πράξη είναι
ακριβώς το αντίθετο, ο τρόπος να το επιτύχει κανείς είναι να εκτελέσει τον αντίστροφο µετασχηµατι-
σµό που είναι τελικά ο (2). Για όσους έχουν αφεθεί να πιστεύουν στη «µεταφυσική των τεχνασµάτων»
–δηλαδή στην άποψη ότι η ακριβής επίλυση των διαφορικών εξισώσεων είναι ζήτηµα «έµπνευσης»
και όχι οργανωµένης σκέψης– ούτε η εξίσωση Ricatti προσφέρεται ως καλό παράδειγµα.
Όµως η ιδιαίτερη σηµασία που έχει αυτή η εξίσωση στο πλαίσιο τούτου του βιβλίου µας επιβάλ-

λει να αναφέρουµε και έναν διαφορετικό τρόπο µελέτης και επίλυσής της, που βασίζεται όµως στην
προηγούµενη γνώση µιας ειδικής λύσης y = y0. Αν αφηνόµαστε κι εµείς στη µεταφυσική των τεχνα-
σµάτων θα µπορούσαµε να αναφέρουµε «απλώς» ότι τότε η λύση θα δίνεται από τον µετασχηµατισµό

y = y0 +
1

u
, (7)

ο οποίος –για ανερώτητους άρα και ανεξήγητους λόγους– µετατρέπει την (1) σε µια πρωτοτάξια
γραµµική εξίσωση που όντως λύνεται αµέσως, κ.λπ., κ.λπ. . . .
Πιστεύοντας όµως περισσότερο στον ορθό λόγο παρά στη µεταφυσική ή την καλή τύχη επιλέγουµε

να εφαρµόσουµε µια πολύ γενική µεθοδολογία που βασίζεται στην ίδια βασική ιδέα που χρησιµο-
ποιήσαµε και πριν. Ας την επαναλάβουµε: Για κάθε κατηγορία εξισώσεων που µας ενδιαφέρει, να
σκεφτόµαστε πρώτα ποιοι είναι οι µετασχηµατισµοί που διατηρούν τη µορφή της και, αφού εκτελέσου-
µε έναν τέτοιο γενικό µετασχηµατισµό, να δούµε αν οι αυθαίρετες συναρτήσεις που περιέχει µπορούν
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να επιλεγούν κατάλληλα ώστε αυτή η γενική µορφή να απλοποιηθεί σηµαντικά και ενδεχοµένως να
γίνει επιλύσιµη. Παραδείγµατος χάριν, για τη γραµµική και οµογενή εξίσωση δευτέρας τάξεως

y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = 0 (8)

είδαµε λίγο πριν ότι η µόνη αλλαγή εξαρτηµένης µεταβλητής που διατηρεί τη µορφή της είναι η
επίσης γραµµική και οµογενής σχέση

y = gY, (9)

όπου y η παλιά και Y η νέα εξαρτηµένη µεταβλητή και g(x) η συνάρτηση µετασχηµατισµού για την
οποία είδαµε επίσης πώς µπορεί να εκλεγεί ώστε η (8) να απλοποιηθεί σηµαντικά ή, ενδεχοµένως,
και να λυθεί.
Όσον αφορά τώρα την εξίσωση Ricatti, γρήγορα επίσης αντιλαµβάνεται κανείς ότι θα διατηρεί τη

µορφή της κάτω από το µετασχηµατισµό

y = gY + h, (10)

που είναι η πιο γενική γραµµική (αλλά µη οµογενής) σχέση µεταξύ της παλιάς (y) και της νέας (Y )
εξαρτηµένης µεταβλητής και µε g(x) και h(x) αυθαίρετες συναρτήσεις που αποµένει να εκλεγούν
κατάλληλα.
Το ότι ο (10) πράγµατι διατηρεί τη µορφή της εξίσωσης Ricatti είναι µάλλον φανερό, αφού η

παραγώγιση στο πρώτο µέλος θα δώσει έναν γραµµικό συνδυασµό των Y και Y ′, ενώ το δεύτερο
µέλος θα διατηρήσει τη µορφή ενός δευτεροβάθµιου τριωνύµου ως προς Y .
Ας περιοριστούµε τώρα, για λόγους απλότητας, στην ειδικότερη περίπτωση που είναι g = 1, δη-

λαδή
y = Y + h, (11)

οπότε η (1) θα µετατραπεί στην

Y ′ = aY 2 + (b + 2ah)Y + (ah2 + bh + c − h′), (12)

που είναι πάλι µια εξίσωση Ricatti, όπως το περιµέναµε, η οποία όµως µπορεί να απλοποιηθεί δρα-
στικά αν θέσουµε

h′ = ah2 + bh + c, (13)

αν δηλαδή η συνάρτηση h ισούται µε κάποια ειδική λύση h = y0 της αρχικής εξίσωσης. Αν αυτό
συµβαίνει, τότε η (12) παίρνει τη µορφή

Y ′ = AY 2 + BY (A = a, B = b + 2ah) (14)

που είναι µια ειδική περίπτωση της λεγόµενης εξίσωσης Bernoulli

y′ = a(x)y + b(x)yν , (15)

η οποία επιλύεται ακριβώς, αν σκεφτούµε και εδώ ότι η (15) διατηρεί τη µορφή της κάτω από το
µετασχηµατισµό

y = uµ (16)

του οποίου η αντικατάσταση στην (15) δίνει

u′ =
a

µ
u +

b

µ
uµν−µ+1 (17)
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που είναι πάλι µια εξίσωση Bernoulli αλλά µε ένα νέο εκθέτη

ν ′ = µν − µ + 1.

Έχοντας όµως το µ στη διάθεσή µας ως ελεύθερη παράµετρο µπορούµε να το διαλέξουµε ώστε να
είναι

ν ′ = 0 ⇒ µ = 1/1 − ν, (18)

οπότε η (17) καταλήγει σε µια γραµµική εξίσωση που λύνεται ακριβώς όπως γνωρίζουµε. Για την
εξίσωση (14) είναι προφανώς ν = 2 ⇒ µ = −1, οπότε –ξαναγυρνώντας στην (11) µε h = y0 όπως
δείξαµε– φτάνουµε στο αποτέλεσµα (7) χωρίς ίχνος. . . µεταφυσικής. Επιπλέον µάθαµε καθ’ οδόν
και για µια άλλη µη γραµµική εξίσωση πρώτης τάξεως –την εξίσωση Bernoulli– η οποία επίσης
ανάγεται σε γραµµική (της ίδιας τάξεως) µε έναν ορθολογικό τρόπο. ∆ηλαδή πάλι µε µελέτη των
µετασχηµατισµών –εξ. (16)– που διατηρούν τη µορφή της και επιλογή κατόπιν εκείνου του ειδικού
µετασχηµατισµού που επιτυγχάνει τη µέγιστη απλοποίηση αυτής της µορφής και ενδεχοµένως την
καθιστά επιλύσιµη.
Ως άλλα σχετικά παραδείγµατα αυτής της γενικής µεθοδολογίας ας δούµε τι απλοποιήσεις µπορούν

να γίνουν στην εξίσωση Ricatti µε τον ένα ή τον άλλο από τους µετασχηµατισµούς(1)

y = gY (α), t = t(x) (β), (19)

εκ των οποίων ο πρώτος είναι µια ειδική περίπτωση του (10) για h = 0. Εισαγάγοντας τον (19α) στην
(1) παίρνουµε

gY ′ + g′Y = ag2Y 2 + bgY + c

⇒ Y ′ = agY 2 +

(

b −
g′

g

)

Y +
c

g
(20)

και είναι τώρα δική µας επιλογή να επιλέξουµε το g έτσι ώστε η (20) να έλθει σε µια «πρότυπη µορφή»
που εµείς θα αποφασίσουµε ποια είναι. Αν, παραδείγµατος χάριν, θεωρήσουµε ως πρότυπη µορφή
εκείνη στην οποία ο συντελεστής του Y 2 έχει γίνει µονάδα, τότε θα πρέπει να θέσουµε g = 1/a,
ενώ αν η επιθυµητή πρότυπη µορφή είναι εκείνη χωρίς γραµµικό όρο ως προς Y το g θα πρέπει να
επιλεγεί βάσει της

b − (g′/g) = 0 ⇒ g = e
R

bdx. (21)

Σηµειώστε επίσης ότι η απαλοιφή του γραµµικού όρου µπορεί να επιτευχθεί και µέσω του µετασχη-
µατισµού (11) και συγκεκριµένα –δείτε εξ. (12)– µε την εκλογή h = −b/2a.
Όσον αφορά τώρα την αλλαγή εξαρτηµένης µεταβλητής (19β), η εκτέλεσή της στην (1) θα δώσει

ẏt′ = ay2 + by2 + c, (22)

απ’ όπου φαίνεται αµέσως ότι το µόνο που µπορούµε να επιτύχουµε µε αυτήν είναι να κάνουµε
µονάδα τον συντελεστή τού y2, θέτοντας

t′ = a ⇒ t(x) =

∫

a(x) dx,

οπότε η (22) θα γράφεται ως
ẏ(t) = y2 + By + C,

όπου B(t) = (b(x)/a(x))x=x(t) και C(t) = (c(x)/a(x))x=x(t) .
(1) Σηµειώστε ότι ο όρος «µετασχηµατισµοί» είναι απολύτως ισοδύναµος µε τον όρο «αλλαγές µεταβλητής» και θα

χρησιµοποιείται κατά καιρούς για λόγους συντοµίας.



D. Και µια εύκολη άσκηση: Βρείτε µόνοι σας όλα τα χρονεξαρτηµένα δυναµικά V (x,t)
που µπορούν να επιλυθούν ακριβώς µε τη µέθοδο των πολικών µεταβλητών

Λύση: Κάνοντας στην χρονεξαρτηµένη εξίσωση Schrödinger

iΨt +
1

2
Ψxx − VΨ = 0 (~ = m = 1) (1)

την αντικατάσταση
Ψ = Reiφ, (2)

παίρνουµε αµέσως το σύστηµα των δύο εξισώσεων

Rt + φxRx +
1

2
φxxR = 0 (3)

και
Rxx −

(

φ2
x + 2φt + 2V

)

R = 0, (4)

εκ των οποίων η πρώτη –αν η συνάρτηση φ θεωρηθεί γνωστή– έχει τη µορφή της γενικής γραµµικής
και οµογενούς πρωτοτάξιας µερικής διαφορικής εξίσωσης της προηγούµενης «παραγράφου» µε το
R στο ρόλο της άγνωστης συνάρτησης και µε συντελεστές

β(x, t) = φx, γ(x, t) =
1

2
φxx.

Σύµφωνα λοιπόν µε τα προηγούµενα, η (3) θα είναι σίγουρα επιλύσιµη αν

γ = φxx/2 = συνάρτηση µόνο του t,

το οποίο συνεπάγεται ότι
φ(x, t) = α(t)x2 + β(t)x+ γ(t) (5)

και έτσι η (3) θα παίρνει τη µορφή

Rt + (2αx + β)Rx + α(t)R = 0

µε γενική λύση –σύµφωνα µε όσα είπαµε πριν– την

R(x, t) = e−
R

α(t)dtf(ξ), (6)

όπου ξ = ξ(x, t) µια οποιαδήποτε ειδική λύση της

ξt + (2αx+ β)ξx = 0 (7)

και η απλούστερη τέτοια λύση θα είναι της µορφής

ξ = Ax+B (8)

που η αντικατάστασή της στην (7) δίνει

Ȧ+ 2αA = 0 (9)

Ḃ + βA = 0 (10)
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ενώ η εισαγωγή της (6) στην (4) –µετά και τη διαίρεση µε A2– θα δώσει

f ′′ −

(

2α̇+ 4α2

A2
x2 +

4αβ + 2β̇

A2
x+

β2 + 2γ̇ + 2V

A2

)

f = 0. (11)

Σε αυτό το σηµείο –και χωρίς απώλεια γενικότητας– µπορούµε να υποθέσουµε ότι

V (x, t) =
1

2
k(t)x2

− F (t)x+ v(x, t), (12)

ότι δηλαδή το δυναµικό µας αποτελείται από έναν εξαναγκασµένο παραµετρικό ταλαντωτή (οι δύο
πρώτοι όροι) συν ένα πρόσθετο δυναµικό v(x, t) που αποµένει να προσδιοριστεί. Βάσει της (12) η
(11) γράφεται τώρα ως

f ′′ −

(

2α̇+ 4α2 + k

A2
x2 +

4αβ + 2β̇ − 2F

A2
x+

β2 + 2γ̇ + 2v

A2

)

f = 0, (13)

όπου η εντός παρενθέσεως ποσότητα (πλην του όρου 2v/A2) –όντας ένα δευτεροβάθµιο τριώνυµο ως
προς x– θα µπορεί πάντα να γραφτεί ως cξ2

−µ ενώ, για να είναι και ο όρος 2v(x, t)/A2 συνάρτηση
µόνο του ξ, θα πρέπει το δυναµικό v(x, t) να επιλεγεί έτσι ώστε να είναι

2v(x, t)

A2
= U(ξ) ⇒ v(x, t) =

1

2
A2U(ξ). (14)

Έτσι η (13) θα παίρνει τελικά τη µορφή

f ′′ −
(

cξ2 − µ+ U(ξ)
)

f = 0, (15)

δηλαδή την
f ′′ −

(

cA2x2 + 2cABx+ cB2
− µ+ U(ξ)

)

f = 0 (16)

της οποίας η αντιπαραβολή µε τη (13) θα δώσει

2α̇+ 4α2 + k

A2
= cA2

⇒ 2α̇ + 4α2 + k = cA2 (17)

4αβ + 2β̇ − 2F

A2
= 2cAB ⇒ β̇ + 2αβ − cA3B = F (18)

β2 + 2γ̇

A2
= cB2

− µ ⇒ γ̇ =
1

2

{

A2(cB2
− µ) − β2

}

. (19)

Συνδυάζοντας τώρα τις (17), (18) µε τις (9), (10) παίρνουµε τα δύο διαφορικά συστήµατα
{

Ȧ+ 2αA = 0 (α)

2α̇+ 4α2 + k = cA2 (β)

}

(20)

{

Ḃ + βA = 0 (α)

β̇ + 2αβ − cA3B = F (β)

}

(21)
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εκ των οποίων το πρώτο αφορά το ζεύγος των συναρτήσεων α και A ενώ το δεύτερο τις β και B
υπό τον όρο ότι οι α καιA έχουν υπολογιστεί από το πρώτο. Λόγω της «µορφής Ricatti» του πρώτου
µέλους της η δεύτερη από τις (20) µας υποβάλει αµέσως την αντικατάσταση α = ˙̀/2` λόγω της
οποίας η (20α) δίνει A = 1/`, οπότε η (20β) θα καταλήγει στην εξίσωση Νεύτωνα για το `

῭= −k`+
c

`3
. (22)

Πηγαίνοντας τώρα στο σύστηµα (21) θα έχουµε από την πρώτη του εξίσωση β = −Ḃ/A = −`Ḃ,
οπότε η δεύτερη από τις (21) θα παίρνει τη µορφή

−(`Ḃ) · +
˙̀

`
(−`Ḃ) −

c

`3
B = F

⇒ B̈ + 2
˙̀

`
Ḃ +

c

`4
B = −F/`, (23)

που είναι µια γραµµική –αλλά µη οµογενής τώρα– εξίσωση δευτέρας τάξεως που ανάγεται σε κανο-
νική (µη οµογενή) µορφή µε το γνωστό µετασχηµατισµό

B = e−
1

2

R

P (t)dtB = e−
R

( ˙̀/`)dtb = σ
b

`
,

όπου η σταθερά σ είναι σκόπιµο να τεθεί ίση µε µείον ένα (αντί του «προφανούς» +1) διότι τότε
στην έκφραση για το ξ

ξ = Ax+B =
1

`
x−

b

`
=
x− b

`
(24)

αυτό το b θα παίζει το ρόλο µιας «µετατόπισης» του κέντρου των κυµατοσυναρτήσεων δίπλα στην
«αλλαγή κλίµακας» που αντιπροσωπεύεται από τον «παράγοντα κλίµακας», όπως είναι εύλογο να
αποκληθεί το `. Στο πνεύµα µιας τέτοιας ερµηνείας του b είναι επίσης σκόπιµο να µετονοµαστεί σε u,
οπότε θα έχουµεB = −u/` και η εκτέλεση αυτής της αντικατάστασης στην (23) –που διευκολύνεται
πολύ αν την πολλαπλασιάσουµε µε `2 οπότε γράφεται ως (`2Ḃ) ·

− (c/`2)B = −`F – δίνει

ü+ k(t)u = F, (25)

όπου χρησιµοποιήθηκε βέβαια και η εξίσωση κίνησης (22) που ικανοποιεί το `.
Βάζοντας τα «κοµµατάκια» µαζί µπορούµε να συνοψίσουµε τα αποτελέσµατά µας ως εξής.
Τα επιλύσιµα χρονεξαρτηµένα δυναµικά θα περιγράφονται κατ’ αρχάς από τη γενική έκφραση (12)

µε v(x, t) που θα δίνεται από τη (14), όπου A = 1/`(t) και U(ξ) τέτοιο ώστε η εξίσωση Schrödinger
(15) γραµµένη πιο «ορθόδοξα» ως

ψ′′ +
(

µ− cξ2
− U(ξ)

)

ψ = 0 (ψ ≡ f) (26)

να είναι ακριβώς επιλύσιµη. Με γνωστή την ψ(ξ) και µε α = ˙̀/2` η (6) θα δώσει R(x, t) =
ψ(ξ)/

√

`(t), ενώ για τη φάση (5) που χρειαζόµαστε στη (2) θα είναι

φ(x, t) =
1

2

˙̀

`
x2 +

(

u̇−

˙̀

`
u

)

x+ γ(t), (27)
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όπου το β προσδιορίστηκε από τη σχέση β = −`Ḃ = `(u/`) ·. Όσο για το γ θα έχουµε, σύµφωνα µε
τη (19),

γ̇ =
1

2







1

`2

(

c
u2

`2
− µ

)

−

(

u̇−

˙̀

`
u

)2






(28)

ενώ, βέβαια, η νέα µεταβλητή ξ –ως προς την οποία η νέα εξίσωση Schrödinger (26) γίνεται τυπικά
χρονανεξάρτητη– θα ισούται µε

ξ =
x− u(t)

`(t)
(29)

όπου u(t) και `(t) οι λύσεις των νευτώνειων εξισώσεων (22) και (25). Σηµειώστε ακόµα ότι οι τιµές
της παραµέτρου c µπορούν να περιοριστούν πρακτικά στο µηδέν ή το ένα (c = 0 ή 1) αφού κάθε µη
µηδενική τιµή µπορεί πάντα να γίνει µονάδα µε κατάλληλη ανακλιµάκωση του ξ. Τα αποτελέσµατα
της «άσκησής» µας µπορούν λοιπόν να δοθούν συγκεντρωµένα στον πίνακα που ακολουθεί.

Τα χρονεξαρτηµένα επιλύσιµα δυναµικά

Γενική έκφραση : V (x, t) =
1

2
k(t)x2

− F (t)x+
1

`2
U(ξ) (Α)

Λύση : Ψ(x, t) =
1

√

`(t)
ψ(ξ)eiφ(x,t) (∗) (B)

όπου ψ(ξ) λύση της «χρονανεξάρτητης» εξίσωσης Schrödinger

ψ′′ +
(

µ− cξ2
− U(ξ)

)

ψ = 0 (†) (C)

και

ξ =
x− u(t)

`(t)
(D)

φ(x, t) =
1

2

˙̀

`
x2 +

(

u̇−

˙̀

`
u

)

x+ γ(t) (E)

όπου u(t) και `(t) λύσεις των νευτώνειων εξισώσεων

῭= −k`+
c

`3
, ü+ k(t)u = F (t) (F)

και

γ(t) =
1

2

∫





1

`2

(

c
u2

`2
− µ

)

−

(

u̇−

˙̀

`
u

)2


 dt (G)


