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Το βιβλίο αυτό αποτελεί µια εκτενή εισαγωγή στη σύγχρονη µελέτη των υπολογι-
στικών αλγορίθµων. Πραγµατεύεται ένα µεγάλο πλήθος αλγορίθµων, τους οποίους
καλύπτει σε αρκετά µεγάλο βάθος, διατηρώντας ταυτόχρονα τη σχεδίαση και την
ανάλυσή τους προσιτή σε όλους τους αναγνώστες. Έχουµε προσπαθήσει να διατη-
ρήσουµε τη µελέτη των αλγορίθµων σε στοιχειώδες επίπεδο, χωρίς να θυσιάσουµε
την εµβάθυνση ή τη µαθηµατική αυστηρότητα.

Σε κάθε κεϕάλαιο παρουσιάζεται ένας αλγόριθµος, µια τεχνική σχεδίασης, µια
περιοχή εϕαρµογών ή ένα σχετικό θέµα. Οι αλγόριθµοι περιγράϕονται σε ϕυσι-
κή γλώσσα και µέσω ενός «ψευδοκώδικα» σχεδιασµένου ώστε να είναι κατανοη-
τός από οποιονδήποτε έχει έστω και ελάχιστη εµπειρία στον προγραµµατισµό. Το
βιβλίο περιλαµβάνει περισσότερα από 230 σχήµατα τα οποία αποσαϕηνίζουν τη
λειτουργία των αλγορίθµων. ∆εδοµένου ότι δίνουµε έµϕαση στη δραστικότητα ως
κριτήριο σχεδίασης, έχουµε συµπεριλάβει διεξοδικές αναλύσεις των χρόνων εκτέ-
λεσης των αλγορίθµων µας.

Σκοπός του βιβλίου είναι να χρησιµοποιηθεί ως διδακτικό εγχειρίδιο σε προπτυ-
χιακά ή µεταπτυχιακά µαθήµατα αλγορίθµων ή δοµών δεδοµένων. ∆εδοµένου ότι
εκτός από τις µαθηµατικές πλευρές της σχεδίασης αλγορίθµων πραγµατεύεται και
τα σχετικά τεχνικά ζητήµατα, προσϕέρεται εξίσου και για κατ’ ιδίαν µελέτη από
επαγγελµατίες µε τεχνικό προσανατολισµό.

Σε αυτή τη δεύτερη έκδοση, το βιβλίο έχει αναθεωρηθεί στο σύνολό του. Οι
αλλαγές εκτείνονται από την προσθήκη νέων κεϕαλαίων µέχρι την αναδιατύπωση
µεµονωµένων προτάσεων.

Προς τον διδάσκοντα

Το βιβλίο αυτό έχει σχεδιαστεί έτσι ώστε να είναι αϕ’ ενός προσαρµόσιµο στις ανάγ-
κες των αναγνωστών και αϕ’ ετέρου πλήρες. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί στη δι-
δασκαλία διαϕόρων µαθηµάτων, από ένα προπτυχιακό µάθηµα δοµών δεδοµένων
µέχρι και ένα µεταπτυχιακό µάθηµα αλγορίθµων. ∆εδοµένου ότι η ύλη που περι-
λαµβάνει υπερβαίνει σηµαντικά αυτήν που µπορεί να καλυϕθεί σε ένα τυπικό εξα-
µηνιαίο µάθηµα, µπορεί να θεωρηθεί ως ένα είδος «εκθετηρίου» από το οποίο έχετε
τη δυνατότητα να επιλέξετε την ύλη που ταιριάζει περισσότερο στο µάθηµα που
επιθυµείτε να διδάξετε.

Ευελπιστούµε ότι η δοµή του βιβλίου θα σας επιτρέψει να οργανώσετε το µάθηµά
σας µόνο µε βάση τα κεϕάλαια που θα θεωρήσετε αναγκαία. Έχουµε ϕροντίσει τα
διάϕορα κεϕάλαια να είναι σχετικά αυτοτελή, ώστε να µη χρειάζεται να ανησυχεί-
τε για αναπάντεχες και περιττές αλληλεξαρτήσεις µεταξύ τους. Σε κάθε κεϕάλαιο,
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παρατίθενται πρώτα τα πιο βατά τµήµατα της ύλης και ακολουθούν τα πιο απαιτη-
τικά, ενώ τα όρια µεταξύ των ενοτήτων σηµατοδοτούν ϕυσιολογικά σηµεία τερµα-
τισµού. Σε ένα προπτυχιακό µάθηµα, θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν µόνο οι
αρχικές ενότητες των κεϕαλαίων που θα επιλεγούν. σε ένα µεταπτυχιακό µάθηµα,
θα µπορούσε κανείς να καλύψει στο σύνολό τους τα κεϕάλαια που θα επιλέξει.

Το βιβλίο περιλαµβάνει περισσότερες από 920 ασκήσεις και περισσότερα από 140
προβλήµατα. Κάθε ενότητα ολοκληρώνεται µε τις αντίστοιχες ασκήσεις, και κάθε
κεϕάλαιο µε τα αντίστοιχα προβλήµατα. Οι ασκήσεις συνίστανται εν γένει σε σύν-
τοµα ερωτήµατα που ελέγχουν την αϕοµοίωση της ύλης σε βασικό επίπεδο. Ορι-
σµένες από τις ασκήσεις αποτελούν απλές νοητικές δοκιµασίες αυτοελέγχου, ενώ
άλλες είναι περισσότερο ουσιώδεις και προσϕέρονται για ανάθεση κατ’ οίκον ερ-
γασιών. Τα προβλήµατα συνιστούν πιο σύνθετες µελέτες περιπτώσεων στις οποίες
συχνά παρουσιάζονται και κάποια συµπληρώµατα της θεωρίας, και αποτελούνται
κατά κανόνα από διάϕορα ερωτήµατα τα οποία καθοδηγούν τον σπουδαστή στα
βήµατα που θα πρέπει να ακολουθήσει για να ϕτάσει στη λύση.

Οι ενότητες και οι ασκήσεις που είναι περισσότερο κατάλληλες για µεταπτυχια-
κούς παρά για προπτυχιακούς ϕοιτητές επισηµαίνονται µε έναν αστερίσκο (�). Οι
επισηµασµένες ενότητες δεν είναι κατ’ ανάγκη δυσκολότερες από τις µη επισηµα-
σµένες, αλλά ενδέχεται να απαιτούν υψηλότερο µαθηµατικό υπόβαθρο. Οµοίως, οι
επισηµασµένες ασκήσεις ενδέχεται να απαιτούν υψηλότερο υπόβαθρο ή αυξηµένη
επινοητικότητα.

Προς τον σπουδαστή

Ελπίζουµε το βιβλίο αυτό να αποτελέσει για εσάς µια ευχάριστη εισαγωγή στο πεδίο
των αλγορίθµων. Έχουµε προσπαθήσει να παρουσιάσουµε όλους τους αλγορίθµους
µε τρόπο βατό και ενδιαϕέροντα. Για να διευκολύνουµε την κατανόηση µη οικείων
ή δύσκολων αλγορίθµων, έχουµε ακολουθήσει µια βήµα προς βήµα περιγραϕή. Πα-
ραθέτουµε επίσης λεπτοµερείς αναϕορές στα µαθηµατικά που απαιτούνται για την
κατανόηση της ανάλυσης των αλγορίθµων. Εάν είστε ήδη εξοικειµένοι µε κάποιο
γνωστικό αντικείµενο, θα διαπιστώσετε ότι τα κεϕάλαια είναι δοµηµένα έτσι ώστε
να µπορείτε να διατρέξετε επί τροχάδην τις εισαγωγικές ενότητες και να προχωρή-
σετε γρήγορα στα πιο απαιτητικά τµήµατα της ύλης.

∆εδοµένου του µεγάλου όγκου του βιβλίου, το µάθηµά σας θα καλύψει πιθα-
νότητα µόνο ένα τµήµα της συνολικής ύλης του. Ωστόσο, έχουµε καταβάλει κάθε
προσπάθεια ώστε το βιβλίο αυτό, πέραν της χρήσης του ως διδακτικού εγχειριδί-
ου, να αποτελέσει επίσης χρήσιµο βοήθηµα στη µελλοντική σας καριέρα τόσο ως
βιβλίο αναϕοράς για µαθηµατικά ζητήµατα όσο και ως τεχνικό εγχειρίδιο.

Ποια είναι τα προαπαιτούµενα για τη µελέτη αυτού του βιβλίου;

• Θα πρέπει να έχετε κάποια εµπειρία στον προγραµµατισµό. Συγκεκριµένα, θα
πρέπει να έχετε κατανοήσει τις αναδροµικές διαδικασίες και τις απλές δοµές
δεδοµένων, όπως οι συστοιχίες και οι αλυσίδες.

• Θα πρέπει να έχετε κάποια ευχέρεια στις αποδείξεις µέσω µαθηµατικής επαγω-
γής. Λίγα τµήµατα του βιβλίου προϋποθέτουν στοιχειώδεις γνώσεις απειροστι-
κού λογισµού. Πέραν αυτών, όλες οι µαθηµατικές τεχνικές που θα χρειαστείτε
αναπτύσσονται στα Μέρη I και VII.
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Προς τον επαγγελµατία

Το µεγάλο εύρος των ζητηµάτων που καλύπτει το βιβλίο αυτό το καθιστούν ιδα-
νικό εγχειρίδιο αναϕοράς για αλγορίθµους. Το γεγονός ότι όλα τα κεϕάλαια είναι
σχετικά αυτοτελή σας επιτρέπει να εστιάσετε στα ζητήµατα που σας ενδιαϕέρουν
περισσότερο.

Οι περισσότεροι από τους αλγορίθµους που πραγµατευόµαστε στο βιβλίο αυτό
έχουν µεγάλη πρακτική χρησιµότητα. Για τον λόγο αυτό, η µελέτη τους επεκτείνε-
ται και σε ζητήµατα υλοποίησης, καθώς και σε τεχνικά θέµατα. Για τους λίγους αλ-
γορίθµους που έχουν πρωτίστως θεωρητικό ενδιαϕέρον, συχνά παραθέτουµε πρα-
κτικές εναλλακτικές λύσεις.

Εάν θελήσετε να υλοποιήσετε κάποιους από τους αλγορίθµους, θα διαπιστώσε-
τε ότι η µετάϕρασή τους απο τον ψευδοκώδικα που χρησιµοποιούµε στην γλώσσα
προγραµµατισµού της επιλογής σας είναι αρκετά απλή διαδικασία. Ο ψευδοκώδι-
κας είναι σχεδιασµένος έτσι ώστε η παρουσίαση όλων των αλγορίθµων να χαρακτη-
ρίζεται από σαϕήνεια και λιτότητα. Ως εκ τούτου, δεν ασχολούµαστε µε ζητήµατα
διαχείρισης σϕαλµάτων και τεχνολογίας λογισµικού τα οποία βασίζονται σε συγ-
κεκριµένες παραδοχές για το εκάστοτε προγραµµατιστικό περιβάλλον. Στόχος µας
είναι να παρουσιάσουµε κάθε αλγόριθµο µε απλό και άµεσο τρόπο, και να αποϕύ-
γουµε τη συσκότιση των βασικών του χαρακτηριστικών από τις ιδιοµορϕίες της
κάθε γλώσσας προγραµµατισµού.

Προς τους συναδέλϕους µας

Έχουµε ϕροντίσει να παραθέσουµε µια εκτενή βιβλιογραϕία καθώς και παραποµ-
πές στη σύγχρονη αρθρογραϕία. Στο τέλος κάθε κεϕαλαίου, παρατίθενται κάποιες
«σηµειώσεις» οι οποίες αναϕέρονται σε ζητήµατα ιστορικού ενδιαϕέροντος καθώς
και σε βιβλιογραϕικές πηγές. Εντούτοις, οι σηµειώσεις αυτές δεν εξαντλούν τις βι-
βλιογραϕικές αναϕορές στο πεδίο των αλγορίθµων. Αν και, κρίνοντας από τον όγκο
του βιβλίου, θα ήταν µάλλον δύσκολο να το πιστέψει κανείς, πολλοί ενδιαϕέροντες
αλγόριθµοι δεν στάθηκε δυνατόν να συµπεριληϕθούν λόγω έλλειψης χώρου.

Παρά τα αναρίθµητα αιτήµατα που δεχθήκαµε από σπουδαστές για να συµπερι-
λάβουµε τις λύσεις των προβληµάτων και των ασκήσεων, επιλέξαµε να µην παρα-
θέσουµε αναλυτικές υποδείξεις για τα προβλήµατα και τις ασκήσεις, προκειµένου
οι σπουδαστές να αποϕύγουν τον πειρασµό να ανατρέξουν απλώς στη λύση αντί
να τη βρουν οι ίδιοι.

Αλλαγές στη δεύτερη έκδοση

Τι έχει αλλάξει µεταξύ της πρώτης και της δεύτερης έκδοσης αυτού του βιβλίου;
Ανάλογα µε το πώς το εξετάζει κανείς, είτε ελάχιστα πράγµατα είτε πάρα πολλά.

Όπως µπορεί να διαπιστώσει κανείς µε µια σύντοµη µατιά στον πίνακα περιεχο-
µένων, τα κεϕάλαια και οι ενότητες της πρώτης έκδοσης υπάρχουν στην πλειονό-
τητά τους και στη δεύτερη. Έχουµε αϕαιρέσει δύο κεϕάλαια και λίγες ενότητες, και
έχουµε προσθέσει τρία νέα κεϕάλαια και τέσσερεις νέες ενότητες, πέραν των νέων
αυτών κεϕαλαίων. Εάν προσπαθήσει κανείς να εκτιµήσει το εύρος των αλλαγών
µε βάση τον πίνακα των περιεχοµένων, θα συµπεράνει µάλλον ότι δεν υπάρχουν
σηµαντικές µεταβολές.
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Εντούτοις, οι αλλαγές στη δεύτερη έκδοση εκτείνονται πολύ πέραν αυτών που
ϕαίνονται στον πίνακα των περιεχοµένων. Οι πιο σηµαντικές από αυτές, µε αυθαί-
ρετη σειρά, είναι οι εξής:

• Στην οµάδα των συγγραϕέων έχει προστεθεί και ο Cliff Stein.
• Έχουν διορθωθεί κάποια λάθη. Πόσα; Ας πούµε απλώς αρκετά.
• Υπάρχουν τρία νέα κεϕάλαια:

• Το Κεϕάλαιο 1 πραγµατεύεται τον ρόλο των αλγορίθµων στις υπολογιστικές
διαδικασίες.

• Το Κεϕάλαιο 5 καλύπτει την πιθανοτική ανάλυση και τους τυχαιοκρατικούς
αλγορίθµους. Όπως και στην πρώτη έκδοση, τα αντικείµενα αυτά απαντούν
σε διάϕορα σηµεία του βιβλίου.

• Το Κεϕάλαιο 29 είναι αϕιερωµένο στον γραµµικό προγραµµατισµό.

• Σε κεϕάλαια που υπήρχαν και στην πρώτη έκδοση, έχουν προστεθεί νέες ενό-
τητες στα εξής αντικείµενα:

• στην πλήρη διασπορά (Ενότητα 11.5),
• σε δύο εϕαρµογές δυναµικού προγραµµατισµού (Ενότητες 15.1 και 15.5), και
• σε προσεγγιστικούς αλγορίθµους οι οποίοι βασίζονται σε τυχαιοκρατικές δια-

δικασίες και σε γραµµικό προγραµµατισµό (Ενότητα 35.4).

• Προκειµένου να εισαγάγουµε τον αναγνώστη στην καθαυτό µελέτη των αλγο-
ρίθµων νωρίτερα, έχουµε µετακινήσει τρία από τα κεϕάλαια που αϕορούν το
µαθηµατικό υπόβαθρο από το Μέρος I στο Παράρτηµα, το οποίο αποτελεί το
Μέρος VII.

• Υπάρχουν περισσότερα από 40 νέα προβλήµατα και περισσότερες από 185 νέες
ασκήσεις.

• Έχουµε καθιερώσει την απευθείας χρήση των αναλλοίωτων συνθηκών για την
απόδειξη της ορθότητας αλγορίθµων. Η πρώτη αναλλοίωτη συνθήκη εµϕανίζε-
ται στο Κεϕάλαιο 2, ενώ η µέθοδος χρησιµοποιείται συνολικά µερικές δεκάδες
ϕορές σε όλο το βιβλίο.

• Πολλές από τις πιθανοτικές αναλύσεις έχουν αναθεωρηθεί. Συγκεκριµένα, χρη-
σιµοποιούµε σε περίπου δέκα περιπτώσεις την τεχνική των «δεικτριών τυχαίων
µεταβλητών», η οποία απλοποιεί την πιθανοτική ανάλυση, ιδιαίτερα όταν οι δεί-
κτριες µεταβλητές είναι εξαρτηµένες.

• Έχουµε επεκτείνει και ανανεώσει τις σηµειώσεις των κεϕαλαίων και τη βιβλιο-
γραϕία. Η βιβλιογραϕία έχει αυξηθεί κατά περίπου 50%, και έχουµε προσθέσει
αναϕορές σε πολλά νέα αποτελέσµατα τα οποία δηµοσιεύθηκαν µετά την κυ-
κλοϕορία της πρώτης έκδοσης.

Έχουµε προχωρήσει επίσης στις ακόλουθες αλλαγές:

• Από το κεϕάλαιο που αϕορά την επίλυση αναδροµικών σχέσεων έχει απαλει-
ϕθεί η επαναληπτική µέθοδος. Αντ’ αυτής, στην Ενότητα 4.2, έχουµε «προαγά-
γει» τα δένδρα αναδροµής σε καθαυτό µέθοδο επίλυσης. Έχουµε διαπιστώσει
ότι η µέθοδος της σχεδίασης δένδρων αναδροµής είναι λιγότερο ευάλωτη σε
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σϕάλµατα απ’ ό,τι η επαναληπτική επίλυση αναδροµικών σχέσεων. Επισηµαί-
νουµε, ωστόσο, ότι τα δένδρα αναδροµής είναι καλύτερο να χρησιµοποιούνται
για τη διατύπωση εικασιών οι οποίες στη συνέχεια επιβεβαιώνονται µέσω της
µεθόδου της αντικατάστασης.

• Η µέθοδος διαµέρισης που χρησιµοποιείται στην ταχυταξινόµηση (Ενότητα 7.1)
και ο αλγόριθµος διατακτικών στατιστικών γραµµικού αναµενόµενου χρόνου
(Ενότητα 9.2) διαϕέρουν σε σχέση µε την πρώτη έκδοση. Στην έκδοση αυτή,
χρησιµοποιούµε τη µέθοδο που έχει αναπτυχθεί από τον Lomuto, η οποία, σε
συνδυασµό µε τις δείκτριες τυχαίες µεταβλητές, απλοποιεί κάπως την ανάλυση.
Η µέθοδος της πρώτης έκδοσης, η οποία οϕείλεται στον Hoare, παρατίθεται ως
πρόβληµα στο Κεϕάλαιο 7.

• Έχουµε τροποποιήσει την περιγραϕή της καθολικής διασποράς (Ενότητα 11.3.3)
έτσι ώστε να εντάσσεται στη µελέτη της πλήρους διασποράς.

• Η ανάλυση του ύψους ενός τυχαία κατασκευασµένου δυαδικού δένδρου ανα-
ζήτησης (Ενότητα 12.4) έχει απλοποιηθεί σηµαντικά.

• Η µελέτη των στοιχείων δυναµικού προγραµµατισµού (Ενότητα 15.3) έχει επε-
κταθεί σηµαντικά, όπως και η µελέτη των στοιχείων των άπληστων αλγορίθµων
(Ενότητα 16.2). Η διερεύνηση του προβλήµατος της επιλογής δραστηριοτήτων,
µε το οποίο ξεκινά το κεϕάλαιο των άπληστων αλγορίθµων, διευκολύνει την
αποσαϕήνιση της σχέσης µεταξύ δυναµικού προγραµµατισµού και άπληστων
αλγορίθµων.

• Η απόδειξη του χρόνου εκτέλεσης της δοµής δεδοµένων της ένωσης ξένων συ-
νόλων στην Ενότητα 21.4 έχει αντικατασταθεί. Η νέα απόδειξη βασίζεται στην
ενεργειακή µέθοδο για τον προσδιορισµό ενός αυστηρού ϕράγµατος.

• Η απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθµου για τις ισχυρά συνδεδεµένες συνι-
στώσες στην Ενότητα 22.5 έχει γίνει απλούστερη, σαϕέστερη και πιο άµεση.

• Το Κεϕάλαιο 24, που αναϕέρεται στις οµοαϕετηριακές ελαϕρύτατες διαδροµές,
έχει ανασυγκροτηθεί έτσι ώστε οι αποδείξεις των βασικών ιδιοτήτων να εντα-
χθούν σε µια ξεχωριστή ενότητα. Η νέα δοµή του κεϕαλαίου µας επιτρέπει να
εισαγάγουµε νωρίτερα τους σχετικούς αλγορίθµους.

• Η Ενότητα 34.5 περιλαµβάνει µια διευρυµένη επισκόπηση της NP-πληρότητας
καθώς και νέες αποδείξεις της NP-πληρότητας για τα προβλήµατα του χαµιλ-
τονιανού κύκλου και του αθροίσµατος υποσυνόλων.

Τέλος, σχεδόν όλες οι ενότητες έχουν τροποποιηθεί προκειµένου να διορθωθούν,
να απλοποιηθούν και να αποσαϕηνιστούν οι διάϕορες εξηγήσεις και αποδείξεις.

∆ικτυότοπος

Μια άλλη αλλαγή σε σχέση µε την πρώτη έκδοση είναι ότι το βιβλίο διαθέτει πλέον
τον δικό του δικτυότοπο: http://mitpress.mit.edu/algorithms/. Μέ-
σω αυτού, µπορείτε να αναϕέρετε σϕάλµατα, να προµηθευτείτε έναν κατάλογο των
γνωστών σϕαλµάτων, ή να κάνετε υποδείξεις. τα σχόλιά σας είναι ευπρόσδεκτα. Θα
εκτιµούσαµε ιδιαίτερα τις ιδέες σας για νέες ασκήσεις και προβλήµατα, που θα θέ-
λαµε όµως να συνοδεύονται από τις λύσεις τους.

∆υστυχώς, δεν είναι δυνατόν να απαντήσουµε προσωπικά σε όλα τα σχόλια.



xviii Πρόλογος

Ευχαριστίες για την πρώτη έκδοση

Πολλοί ϕίλοι και συνάδελϕοι έχουν συµβάλει σηµαντικά στην ποιότητα αυτού του
βιβλίου. Τους ευχαριστούµε όλους για τη συνδροµή τους και την εποικοδοµητική
τους κριτική.

Το Εργαστήριο Επιστήµης Υπολογιστών του MIT µας εξασϕάλισε ένα ιδανικό
περιβάλλον εργασίας. Οι συνάδελϕοί µας από την Οµάδα Θεωρίας Υπολογισµού
του εργαστηρίου προσέϕεραν σηµαντική υποστήριξη και επέδειξαν εξαιρετική υπο-
µονή στις συνεχείς παρακλήσεις µας για κριτική αξιολόγηση των διαϕόρων κε-
ϕαλαίων. Θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε ιδιαίτερα τους Baruch Awerbuch, Shafi
Goldwasser, Λεωνίδα Γκίµπα, Tom Leighton, Albert Meyer, David Shmoys, και Éva
Tardos. Ευχαριστούµε επίσης τους William Ang, Sally Bemus, Ray Hirschfeld, και
Mark Reinhold για την εύρυθµη λειτουργία των υπολογιστών µας (DEC Microvax,
Apple Macintosh, και Sun Sparcstation) και την επαναµεταγλώττιση του TEX κάθε
ϕορά που υπερβαίναµε κάποιο χρονικό όριο µεταγλώττισης. Η Thinking Machines
Corporation προσέϕερε την υποστήριξή της στον Charles Leiserson για να ασχο-
ληθεί µε αυτό το βιβλίο κατά τη διάρκεια µιας εκπαιδευτικής άδειας από το MIT.

Πολλοί συνάδελϕοι οι οποίοι χρησιµοποίησαν προσχέδια του κειµένου αυτού
στη διδασκαλία µαθηµάτων σε άλλες σχολές µας υπέδειξαν αρκετές διορθώσεις
και αναθεωρήσεις. Θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε ιδιαίτερα τους Richard Beigel,
Andrew Goldberg, Joan Lucas, Mark Overmars, Alan Sherman, και Diane Souvaine.

Πολλοί βοηθοί καθηγητού στα µαθήµατά µας συνεισέϕεραν σηµαντικά στην ανά-
πτυξη του υλικού αυτού. Ευχαριστούµε ιδιαίτερα τους Alan Baratz, Bonnie Berger,
Aditi Dhagat, Burt Kaliski, Arthur Lent, Andrew Moulton, Μάριο Παπαευθυµίου,
Cindy Phillips, Mark Reinhold, Phil Rogaway, Flavio Rose, Arie Rudich, Alan Sher-
man, Cliff Stein, Susmita Sur, Gregory Troxel, και Margaret Tuttle.

Πολλοί άλλοι προσέϕεραν πολύτιµη τεχνική υποστήριξη. Η Denise Sergent
αϕιέρωσε πολλές ώρες στις βιβλιοθήκες του MIT αναζητώντας βιβλιογραϕικές πη-
γές. Η Maria Sensale, η βιβλιοθηκονόµος του αναγνωστηρίου µας, ήταν πάντοτε
προσηνής και εξυπηρετική. Η πρόσβαση που είχαµε στην προσωπική βιβλιοθήκη
του Albert Meyer µας απάλλαξε από πολλές ώρες απασχόλησης στη βιβλιοθήκη για
την προετοιµασία των σηµειώσεων των κεϕαλαίων. Οι Shlomo Kipnis, Bill Niehaus,
και David Wilson διόρθωσαν παλιές ασκήσεις, ανέπτυξαν νέες, και προσέθεσαν ση-
µειώσεις στις λύσεις τους. Οι Μάριος Παπαευθυµίου και Gregory Troxel βοήθησαν
στην ευρετηρίαση των όρων. Επί πολλά χρόνια, οι γραµµατείς µας Inna Radzihov-
sky, Denise Sergent, Gayle Sherman, και ιδιαιτέρως η Be Blackburn παρείχαν απε-
ριόριστη υποστήριξη στην προσπάθεια αυτή. Τις ευχαριστούµε.

Πολλοί ϕοιτητές µάς ανέϕεραν σϕάλµατα στα αρχικά προσχέδια του βιβλίου.
Ευχαριστούµε ιδιαίτερα τους Bobby Blumofe, Bonnie Eisenberg, Raymond John-
son, John Keen, Richard Lethin, Mark Lillibridge, Ιωάννη Πεζάρη, Steve Ponzio,
και Margaret Tuttle για την προσεκτική τους ανάγνωση.

Επίσης, πολλοί συνάδελϕοι συνέταξαν κριτικές ανασκοπήσεις για συγκεκριµένα
κεϕάλαια, ή προσέϕεραν πληροϕορίες για συγκεκριµένους αλγορίθµους, και τους
ευχαριστούµε θερµά. Ιδιαίτερα θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε τους Bill Aiello, Alok
Aggarwal, Eric Bach, Vašek Chvátal, Richard Cole, Johan Hastad, Alex Ishii, Da-
vid Johnson, Joe Kilian, Dina Kravets, Bruce Maggs, Jim Orlin, James Park, Thane
Plambeck, Hershel Safer, Jeff Shallit, Cliff Stein, Gil Strang, Bob Tarjan, και Paul
Wang. ∆ιάϕοροι συνάδελϕοί µας είχαν επίσης την καλοσύνη να µας προµηθεύ-
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σουν προβλήµατα. ευχαριστούµε ιδιαίτερα τους Andrew Goldberg, Danny Sleator,
και Umesh Vazirani.

Ήταν χαρά για µας η συνεργασία µε την MIT Press και την McGraw-Hill για
τη διαµόρϕωση του κειµένου αυτού. Ευχαριστούµε ιδιαιτέρως τους Frank Satlow,
Terry Ehling, Larry Cohen, και Lorrie Lejeune της MIT Press και τον David Sha-
piro της McGraw-Hill για την ενθάρρυνση, την υποστήριξη και την υποµονή τους,
καθώς και τον Larry Cohen για την εξαιρετική επιµέλεια της έκδοσης.

Ευχαριστίες για τη δεύτερη έκδοση

Όταν ζητήσαµε από την Julie Sussman, P.P.A., να αναλάβει την τεχνική επιµέλεια
της δεύτερης έκδοσης, δεν µπορούσαµε να ϕανταστούµε πόσο εύστοχη ήταν η επι-
λογή µας. Εκτός από την επιµέλεια του κειµένου ως προς το τεχνικό σκέλος, η Julie
ανέλαβε επίσης µε ιδιαίτερο ζήλο και τη ϕιλολογική επιµέλεια. Αισθανόµαστε πολύ
πιο ταπεινοί όταν σκεπτόµαστε πόσα λάθη εντόπισε η Julie στα αρχικά µας δοκί-
µια, παρ’ ότι αυτό δεν προκαλεί καµία έκπληξη αν αναλογιστούµε πόσα εντόπισε
στην πρώτη έκδοση (δυστυχώς, αϕότου είχε εκτυπωθεί). Επιπλέον, η Julie υπερέβη
το δικό της χρονοδιάγραµµα προκειµένου να προσαρµοστεί στις δικές µας υπο-
χρεώσεις –ϕτάνοντας στο σηµείο να επιµεληθεί κάποια κεϕάλαια ακόµη και σε ένα
ταξίδι της στις Παρθένους Νήσους! Julie, όσο και αν σε ευχαριστήσουµε για την
καταπληκτική σου δουλειά, δεν θα είναι αρκετό.

Η προετοιµασία της δεύτερης έκδοσης πραγµατοποιήθηκε ενόσω οι συγγραϕείς
ήταν µέλη του Τµήµατος Επιστήµης Υπολογιστών του Dartmouth College και του
Εργαστηρίου Επιστήµης Υπολογιστών του MIT. Και στα δύο αυτά ιδρύµατα, το πε-
ριβάλλον εργασίας ήταν ιδιαίτερα ενθαρρυντικό, και θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε
όλους τους συναδέλϕους µας για την υποστήριξή τους.

∆ιάϕοροι ϕίλοι και συνάδελϕοι ανά την υϕήλιο διατύπωσαν υποδείξεις και από-
ψεις οι οποίες µας καθοδήγησαν στη συγγραϕή του κειµένου. Ευχαριστούµε πολύ
τους Sanjeev Arora, Javed Aslam, Guy Blelloch, Avrim Blum, Scot Drysdale, Hany
Farid, Hal Gabow, Andrew Goldberg, David Johnson, Yanlin Liu, Nicolas Schaba-
nel, Alexander Schrijver, Sasha Shen, David Shmoys, Dan Spielman, Gerald Jay Sus-
sman, Bob Tarjan, Mikkel Thorup, και Vijay Vazirani.

Πολλοί δάσκαλοι και συνάδελϕοι µας δίδαξαν πολλά σχετικά µε τους αλγορίθ-
µους. Θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε ιδιαίτερα τους δασκάλους µας Jon L. Bentley,
Bob Floyd, Don Knuth, Harold Kuhn, H. T. Kung, Richard Lipton, Arnold Ross,
Larry Snyder, Michael I. Shamos, David Shmoys, Ken Steiglitz, Tom Szymanski,
Éva Tardos, Bob Tarjan, και Jeffrey Ullman.

Θα πρέπει επίσης να ευχαριστήσουµε πολλούς από τους τους βοηθούς καθηγη-
τού στα µαθήµατα της θεωρίας αλγορίθµων στο MIT και το Dartmouth, µεταξύ
των οποίων τους Joseph Adler, Craig Barrack, Bobby Blumofe, Roberto De Prisco,
Matteo Frigo, Igal Galperin, David Gupta, Raj D. Iyer, Nabil Kahale, Sarfraz Khur-
shid, Σταύρο Κολλιόπουλο, Alain Leblanc, Yuan Ma, Maria Minkoff, ∆ηµήτρη Μή-
τσουρα, Alin Popescu, Harald Prokop, Sudipta Sengupta, Donna Slonim, Joshua A.
Tauber, Sivan Toledo, Elisheva Werner-Reiss, Lea Wittie, Qiang Wu, και Michael
Zhang.

Οι William Ang, Scott Blomquist, και Greg Shomo στο MIT και οι Wayne Cripps,
John Konkle, και Tim Tregubov στο Dartmouth µας προσέϕεραν υπολογιστική
υποστήριξη. Ευχαριστούµε επίσης τους Be Blackburn, Don Dailey, Leigh Deacon,
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Irene Sebeda, και Cheryl Patton Wu του MIT και τους Phyllis Bellmore, Kelly Clark,
Delia Mauceli, Sammie Travis, Deb Whiting, και Beth Young του Dartmouth για
τη διοικητική υποστήριξη. Οι Michael Fromberger, Brian Campbell, Amanda Eu-
banks, Sung Hoon Kim, και Neha Narula µας προσέϕεραν επίσης σηµαντική βοή-
θεια στο Dartmouth.

Πολλοί αναγνώστες είχαν την καλοσύνη να µας αναϕέρουν σϕάλµατα στην πρώ-
τη έκδοση. Θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε τους παρακάτω αναγνώστες, καθένας
από τους οποίους ανέϕερε πρώτος κάποιο σϕάλµα στην πρώτη έκδοση: Len Ad-
leman, Selim Akl, Richard Anderson, Juan Andrade-Cetto, Gregory Bachelis, Da-
vid Barrington, Paul Beame, Richard Beigel, Margrit Betke, Alex Blakemore, Bobby
Blumofe, Alexander Brown, Xavier Cazin, Jack Chan, Richard Chang, Chienhua
Chen, Ien Cheng, Hoon Choi, Drue Coles, Christian Collberg, George Collins,
Eric Conrad, Peter Csaszar, Paul Dietz, Martin Dietzfelbinger, Scot Drysdale, Pa-
tricia Ealy, Yaakov Eisenberg, Michael Ernst, Michael Formann, Nedim Fresko, Hal
Gabow, Marek Galecki, Igal Galperin, Luisa Gargano, John Gately, Rosario Ge-
nario, Mihaly Gereb, Ronald Greenberg, Jerry Grossman, Stephen Guattery, Ale-
xander Hartemik, Anthony Hill, Thomas Hofmeister, Mathew Hostetter, Yih-Chun
Hu, Dick Johnsonbaugh, Marcin Jurdzinki, Nabil Kahale, Fumiaki Kamiya, Anand
Kanagala, Mark Kantrowitz, Scott Karlin, Dean Kelley, Sanjay Khanna, Haluk Ko-
nuk, Dina Kravets, Jon Kroger, Bradley Kuszmaul, Tim Lambert, Hang Lau, Tho-
mas Lengauer, George Madrid, Bruce Maggs, Victor Miller, Joseph Muskat, Tung
Nguyen, Michael Orlov, James Park, Seongbin Park, Ιωάννης Πασχαλίδης, Boaz
Patt-Shamir, Leonid Peshkin, Patricio Poblete, Ira Pohl, Stephen Ponzio, Kjell Po-
st, Todd Poynor, Colin Prepscius, Sholom Rosen, Dale Russell, Hershel Safer, Ka-
ren Seidel, Joel Seiferas, Erik Seligman, Stanley Selkow, Jeffrey Shallit, Greg Shan-
non, Micha Sharir, Sasha Shen, Norman Shulman, Andrew Singer, Daniel Sleator,
Bob Sloan, Michael Sofka, Volker Strumpen, Lon Sunshine, Julie Sussman, Aste-
rio Tanaka, Clark Thomborson, Nils Thommesen, Homer Tilton, Martin Tompa,
Andrei Toom, Felzer Torsten, Hirendu Vaishnav, M. Veldhorst, Luca Venuti, Jian
Wang, Michael Wellman, Gerry Wiener, Ronald Williams, David Wolfe, Jeff Wong,
Richard Woundy, Neal Young, Huaiyuan Yu, Tian Yuxing, Joe Zachary, Steve Zhang,
Florian Zschoke, και Uri Zwick.

Πολλοί από τους συναδέλϕους µας προσέϕεραν ενδελεχείς ανασκοπήσεις ή συµ-
πλήρωσαν µακροσκελή ερωτηµατολόγια. Ευχαριστούµε τους Nancy Amato, Jim
Aspnes, Kevin Compton, William Evans, Peter Gacs, Michael Goldwasser, Andrzej
Proskurowski, Vijaya Ramachandran, και John Reif για την κριτική ανάγνωση κε-
ϕαλαίων. Ευχαριστούµε επίσης τους κάτωθι, για τη συµπλήρωση του ερωτηµατο-
λογίου: James Abello, Josh Benaloh, Bryan Beresford-Smith, Kenneth Blaha, Hans
Bodlaender, Richard Borie, Ted Brown, Domenico Cantone, M. Chen, Robert Ci-
mikowski, William Clocksin, Paul Cull, Rick Decker, Matthew Dickerson, Robert
Douglas, Margaret Fleck, Michael Goodrich, Susanne Hambrusch, Dean Hendrix,
Richard Johnsonbaugh, Κυριάκο Καλορκώτη, Srinivas Kankanahalli, Hikyoo Koh,
Steven Lindell, Errol Lloyd, Andy Lopez, Dian Rae Lopez, George Lucker, David
Maier, Charles Martel, Xiannong Meng, David Mount, Alberto Policriti, Andrzej
Proskurowski, Kirk Pruhs, Yves Robert, Guna Seetharaman, Stanley Selkow, Ro-
bert Sloan, Charles Steele, Gerard Tel, Murali Varanasi, Bernd Walter, και Alden
Wright. Θα ήµασταν ευτυχείς εάν µπορούσαµε να υλοποιήσουµε όλες τις υποδεί-
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ξεις τους. Το µόνο πρόβληµα είναι ότι εάν το κάναµε, η δεύτερη έκδοση θα είχε
έκταση περίπου 3000 σελίδες!

Η δεύτερη έκδοση συντάχθηκε στο LATEX 2ε. Ο Michael Downes µετέτρεψε τις
µακροεντολές του LATEX από το «κλασικό» LATEX στο LATEX 2ε, και προσάρµοσε επί-
σης τα αρχεία κειµένου προκειµένου να χρησιµοποιούν αυτές τις µακροεντολές.
Επίσης, προσέϕερε τη βοήθειά του και σε γενικότερα ζητήµατα του LATEX 2ε. Τα
σχήµατα της δεύτερης έκδοσης σχεδιάστηκαν από τους συγγραϕείς µε το πρόγραµ-
µα MacDraw Pro. Όπως και στην πρώτη έκδοση, για τη σύνταξη του ευρετηρίου
χρησιµοποιήθηκε το Windex, ένα πρόγραµµα σε C το οποίο έχουν κατασκευάσει
οι συγγραϕείς, ενώ η βιβλιογραϕία συντάχθηκε µέσω του προγράµµατος µÈ‚TEX.
Οι Ayorkor Mills-Tettey και Rob Leathern βοήθησαν στη µετατροπή των σχηµάτων
στο πρόγραµµα MacDraw Pro, ενώ ο Ayorkor έλεγξε επίσης τη βιβλιογραϕία.

Όπως και στην πρώτη έκδοση, η συνεργασία µε την MIT Press και την McGraw-
Hill ήταν ιδιαίτερα ευχάριστη. Οι επιµελητές µας, Bob Prior από την MIT Press και
Betsy Jones από την McGraw-Hill, ανέχθηκαν τις ιδιορρυθµίες µας και µας παρό-
τρυναν µε «καρότο και µαστίγιο».

Τέλος, θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε τις συζύγους µας –Nicole Cormen, Gail
Rivest, και Rebecca Ivry– τα παιδιά µας –Ricky, William, και Debby Leiserson. Alex
και Christopher Rivest. και Molly, Noah, και Benjamin Stein– και τους γονείς µας
–Renee και Perry Cormen, Jean και Mark Leiserson, Shirley και Lloyd Rivest, και
Irene και Ira Stein– για την αγάπη και συµπαράστασή τους κατά τη διάρκεια της
συγγραϕής αυτού του βιβλίου. Η ευόδωση της προσπάθειας αυτής οϕείλεται στην
υποµονή και την ενθάρρυνση των οικογενειών µας. Τους αϕιερώνουµε το βιβλίο
αυτό µε στοργή.

Thomas H. Cormen Hanover, New Hampshire
Charles E. Leiserson Cambridge, Massachusetts
Ronald L. Rivest Cambridge, Massachusetts
Clifford Stein Hanover, New Hampshire

Μάιος 2001
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I Θεµελιώδεις έννοιες



Εισαγωγή

Σε αυτό το µέρος του βιβλίου παρουσιάζονται οι πρώτες έννοιες της σχεδίασης και
ανάλυσης αλγορίθµων. Στόχος του µέρους αυτού είναι να εισαγάγει τον αναγνώστη
οµαλά στη µεθοδολογία του ακριβούς καθορισµού των αλγορίθµων, σε ορισµένες
από τις στρατηγικές σχεδίασης που χρησιµοποιούνται γενικότερα στο βιβλίο αυτό,
και σε πολλές θεµελιώδεις έννοιες της ανάλυσης αλγορίθµων. Η ύλη αυτών των
πρώτων κεϕαλαίων αποτελεί τη βάση για τα επόµενα µέρη του βιβλίου.

Στο Κεϕάλαιο 1 παρουσιάζεται µια γενική επισκόπηση των αλγορίθµων και του
ρόλου τους στα σύγχρονα υπολογιστικά συστήµατα. Στο κεϕάλαιο αυτό ορίζεται η
έννοια του αλγορίθµου και παρατίθενται ορισµένα παραδείγµατα. Επιπλέον, τεκ-
µηριώνεται η άποψη ότι οι αλγόριθµοι αποτελούν τεχνολογία, ακριβώς όπως το
υλισµικό υψηλής ταχύτητας, οι γραϕικές επαϕές χρήσεως, τα αντικειµενοστρεϕή
συστήµατα και τα δίκτυα.

Στο Κεϕάλαιο 2 παρουσιάζονται οι πρώτοι αλγόριθµοι, οι οποίοι επιλύουν το
πρόβληµα της ταξινόµησης µιας ακολουθίας n αριθµών. Οι αλγόριθµοι αυτοί είναι
γραµµένοι σε ψευδοκώδικα, ο οποίος αν και δεν µπορεί να µεταϕραστεί απευθείας
σε καµία από τις συµβατικές γλώσσες προγραµµατισµού, αποτυπώνει τη δοµή του
αλγορίθµου µε αρκετή σαϕήνεια ούτως ώστε ένας έµπειρος προγραµµατιστής να
µπορεί να τον υλοποιήσει στη γλώσσα της αρεσκείας του. Οι αλγόριθµοι που εξε-
τάζονται είναι αυτοί της ενθετικής ταξινόµησης, η οποία βασίζεται στην αυξητική
προσέγγιση, και της συγχωνευτικής ταξινόµησης, η οποία βασίζεται σε µια αναδρο-
µική τεχνική γνωστή ως «διαίρει-και-κυρίευε». Παρ’ όλο που ο χρόνος εκτέλεσης
και των δύο αυτών αλγορίθµων αυξάνεται καθώς αυξάνεται η τιµή του n, ο ρυθµός
αύξησης διαϕέρει µεταξύ των δύο αλγορίθµων. Στο Κεϕάλαιο 2 προσδιορίζονται
αυτοί οι χρόνοι εκτέλεσης, και εισάγεται ένας εύχρηστος συµβολισµός για την πε-
ριγραϕή τους.

Στο Κεϕάλαιο 3 ορίζεται επακριβώς αυτός ο λεγόµενος ασυµπτωτικός συµβολι-
σµός. Σε πρώτη ϕάση ορίζονται διάϕοροι συµβολισµοί αυτού του τύπου, οι οποίοι
χρησιµοποιούνται για τη ϕραγή του χρόνου εκτέλεσης των αλγορίθµων εκ των άνω
και/ή εκ των κάτω. Το υπόλοιπο τµήµα του Κεϕαλαίου 3 αποτελεί κατά κύριο λόγο
µια παρουσίαση µαθηµατικών συµβολισµών. Στόχος αυτού του τµήµατος δεν είναι
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τόσο η παρουσίαση νέων µαθηµατικών εννοιών, αλλά κυρίως η αποσαϕήνιση των
συµβολιστικών συµβάσεων που ακολουθούνται σε αυτό το βιβλίο.

Στο Κεϕάλαιο 4 αναλύεται λεπτοµερέστερα η µέθοδος διαίρει-και-κυρίευε η
οποία έχει εισαχθεί στο Κεϕάλαιο 2. Συγκεκριµένα, στο Κεϕάλαιο 4 παρουσιάζον-
ται µέθοδοι επίλυσης αναδροµικών σχέσεων, οι οποίες χρησιµοποιούνται για την
περιγραϕή του χρόνου εκτέλεσης αναδροµικών αλγορίθµων. Μια ισχυρή τέτοια
τεχνική είναι η λεγόµενη «κεντρική µέθοδος», η οποία µπορεί να χρησιµοποιηθεί
για την επίλυση αναδροµικών σχέσεων που προκύπτουν από αλγορίθµους τύπου
διαίρει-και-κυρίευε. Μεγάλο µέρος του Κεϕαλαίου 4 είναι αϕιερωµένο στην από-
δειξη της ορθότητας της κεντρικής µεθόδου, αν και η απόδειξη αυτή µπορεί να πα-
ραλειϕθεί από τον αναγνώστη.

Το Κεϕάλαιο 5 αποτελεί µια εισαγωγή στην πιθανοτική ανάλυση και τους τυ-
χαιοκρατικούς αλγορίθµους. Η πιθανοτική ανάλυση χρησιµοποιείται κατά κανόνα
για να προσδιοριστεί ο χρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθµου στις περιπτώσεις όπου,
λόγω της εγγενούς ύπαρξης µιας κατανοµής πιθανότητας, ο χρόνος εκτέλεσης εν-
δέχεται να διαϕέρει για διαϕορετικές εισόδους του ίδιου µεγέθους. Σε ορισµένες
περιπτώσεις, υποθέτουµε ότι οι είσοδοι ακολουθούν µια γνωστή κατανοµή πιθα-
νότητας, και συνεπώς υπολογίζουµε την αναµενόµενη τιµή του χρόνου εκτέλεσης
επί όλων των δυνατών εισόδων. Σε άλλες περιπτώσεις, η κατανοµή πιθανότητας
δεν προέρχεται από τις εισόδους αλλά από τυχαίες επιλογές που πραγµατοποιούν-
ται κατά την πορεία εκτέλεσης του αλγορίθµου. Ένας αλγόριθµος του οποίου η
συµπεριϕορά δεν καθορίζεται µόνο από την είσοδό του αλλά και από τιµές που
παράγονται από µια γεννήτρια τυχαίων αριθµών ονοµάζεται τυχαιοκρατικός. Οι
τυχαιοκρατικοί αλγόριθµοι µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να επιβληθεί µια κα-
τανοµή πιθανότητας στις εισόδους –ώστε να εξασϕαλιστεί ότι καµία συγκεκριµένη
είσοδος δεν θα προκαλεί πάντοτε χαµηλή επίδοση–, ή ακόµη και για να ϕραγεί ο
ρυθµός εµϕάνισης σϕαλµάτων από αλγορίθµους οι οποίοι επιτρέπεται να παράγουν
λανθασµένα αποτελέσµατα σε κάποιο περιορισµένο ποσοστό.

Τα Παραρτήµατα Αʹ–Γʹ καλύπτουν ύλη µαθηµατικού χαρακτήρα η οποία θα σας
ϕανεί χρήσιµη κατά την πορεία της µελέτης αυτού του βιβλίου. Κατά πάσα πι-
θανότητα, µεγάλο µέρος της ύλης αυτής θα σας είναι ήδη γνωστό (παρ’ όλο που
σε ορισµένες περιπτώσεις οι συγκεκριµένες συµβολιστικές συµβάσεις που ακολου-
θούµε πιθανόν να διαϕέρουν από αυτές που έχετε συναντήσει στο παρελθόν), και
εποµένως τα παραρτήµατα έχουν περισσότερο χαρακτήρα «ύλης αναϕοράς». Από
την άλλη πλευρά, η ύλη του Μέρους I πιθανότατα θα σας είναι εν πολλοίς άγνω-
στη. Όλα τα κεϕάλαια του Μέρους I καθώς και τα παραρτήµατα είναι γραµµένα σε
πνεύµα αναλυτικής διδασκαλίας, και όχι επιγραµµατικής παρουσίασης.



1 Ο ρόλος των αλγορίθµων στις υπολογιστικές
διαδικασίες

Τι είναι οι αλγόριθµοι; Σε τι µας χρησιµεύει η µελέτη τους; Ποιος είναι ο ρόλος
τους σε σχέση µε τις άλλες τεχνολογίες που χρησιµοποιούνται στους υπολογιστές;
Σκοπός µας σε αυτό το κεϕάλαιο είναι να δώσουµε απαντήσεις στα παραπάνω ερω-
τήµατα.

1.1 Αλγόριθµοι

Ο όρος αλγόριθµος αναϕέρεται σε οποιαδήποτε καλά ορισµένη υπολογιστική δια-
δικασία που δέχεται κάποια τιµή ή κάποιο σύνολο τιµών ως είσοδο και δίνει κάποια
τιµή ή κάποιο σύνολο τιµών ως έξοδο. Συνεπώς, ένας αλγόριθµος είναι µια ακολου-
θία υπολογιστικών βηµάτων που µετασχηµατίζει την είσοδο στην έξοδο.

Μπορούµε επίσης να θεωρήσουµε τον αλγόριθµο ως ένα εργαλείο για την επίλυ-
ση ενός καλά καθορισµένου υπολογιστικού προβλήµατος. Η διατύπωση του προ-
βλήµατος καθορίζει σε γενικές γραµµές την επιθυµητή σχέση εισόδου-εξόδου. Ο
αλγόριθµος περιγράϕει µια συγκεκριµένη υπολογιστική διαδικασία για την επίτευ-
ξη αυτής της σχέσης εισόδου-εξόδου.

Ας υποθέσουµε, λόγου χάριν, ότι θέλουµε να ταξινοµήσουµε µια ακολουθία αριθ-
µών κατ’ αύξουσα σειρά. Το συγκεκριµένο πρόβληµα ανακύπτει συχνά στην πράξη
και προσϕέρεται για την εισαγωγή πολλών καθιερωµένων σχεδιαστικών τεχνικών
και εργαλείων ανάλυσης. Το πρόβληµα της ταξινόµησης ορίζεται τυπικά ως εξής:

Είσοδος: Μια ακολουθία n αριθµών 〈a1, a2, . . . , an〉.
Έξοδος: Μια µετάθεση (αναδιάταξη) 〈a′1, a′2, . . . , a′n〉 της ακολουθίας εισόδου τέ-

τοια ώστε a′1 ≤ a′2 ≤ · · · ≤ a′n.

Επί παραδείγµατι, αν η ακολουθία εισόδου είναι 〈31, 41, 59, 26, 41, 58〉, ένας αλ-
γόριθµος ταξινόµησης επιστρέϕει ως έξοδο την ακολουθία 〈26, 31, 41, 41, 58, 59〉.
Κάθε τέτοια ακολουθία εισόδου ονοµάζεται στιγµιότυπο του προβλήµατος ταξι-
νόµησης. Εν γένει, ο όρος στιγµιότυπο προβλήµατος δηλώνει την είσοδο η οποία
απαιτείται για να υπολογιστεί µια λύση του προβλήµατος (εννοείται ότι η είσοδος
αυτή θα ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς που επιβάλλει η διατύπωση του προ-
βλήµατος).

Η ταξινόµηση αποτελεί βασική πράξη στην επιστήµη υπολογιστών (καθώς χρη-
σιµοποιείται ως ενδιάµεσο βήµα σε πολλά προγράµµατα), και για τον λόγο αυτό
έχουν αναπτυχθεί αρκετοί ικανοποιητικοί αλγόριθµοι ταξινόµησης. Το ποιος αλ-
γόριθµος είναι ο καταλληλότερος για µια δεδοµένη εϕαρµογή εξαρτάται, µεταξύ
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άλλων, από τον αριθµό των ταξινοµητέων στοιχείων, τον βαθµό της αρχικής τους
ταξινόµησης, τους πιθανούς περιορισµούς στις τιµές των στοιχείων και το είδος της
συσκευής αποθήκευσης που θα χρησιµοποιηθεί: κύρια µνήµη, δίσκος ή µαγνητική
ταινία.

Ένας αλγόριθµος χαρακτηρίζεταιορθός αν για κάθε στιγµιότυπο εισόδου τερµα-
τίζει δίνοντας την ορθή έξοδο. Λέµε ότι ένας ορθός αλγόριθµος επιλύει το δεδοµέ-
νο υπολογιστικό πρόβληµα. Ένας µη ορθός αλγόριθµος µπορεί να µην τερµατίζει
καν σε ορισµένα στιγµιότυπα εισόδου, ή µπορεί να τερµατίζει δίνοντας αποτέλεσµα
διαϕορετικό από το ζητούµενο. Αντίθετα απ’ ό,τι θα υπέθετε ίσως κανείς, ακόµη και
ένας µη ορθός αλγόριθµος ενδέχεται µερικές ϕορές να είναι χρήσιµος, αν το ποσο-
στό των σϕαλµάτων του µπορεί να συγκρατηθεί µέσα σε ορισµένα πλαίσια. Μια
τέτοια περίπτωση θα δούµε στο Κεϕάλαιο 31 , όπου θα µελετήσουµε αλγορίθµους
για την εύρεση µεγάλων πρώτων αριθµών. Κατά κανόνα, ωστόσο, οι αλγόριθµοι µε
τους οποίους θα ασχοληθούµε θα είναι ορθοί.

Ένας αλγόριθµος µπορεί να διατυπωθεί σε µια ϕυσική γλώσσα, λόγου χάριν στα
Αγγλικά, όπως συµβαίνει σε ένα υπολογιστικό πρόγραµµα, ή ακόµη και να αποδο-
θεί µέσω της σχεδίασης του υλισµικού του υπολογιστή. Η µόνη απαίτηση είναι η
διατύπωσή του να αποτελεί ακριβή περιγραϕή της υπολογιστικής διαδικασίας που
πρέπει να ακολουθηθεί.

Τι είδους προβλήµατα επιλύονται µε αλγορίθµους;

Η ταξινόµηση δεν είναι βέβαια το µόνο υπολογιστικό πρόβληµα για το οποίο έχουν
αναπτυχθεί αλγόριθµοι (µάλλον θα το είχατε ήδη υποψιαστεί από τη στιγµή που εί-
δατε το µέγεθος αυτού του βιβλίου.) Οι πρακτικές εϕαρµογές των αλγορίθµων είναι
πανταχού παρούσες και περιλαµβάνουν µεταξύ άλλων τα ακόλουθα παραδείγµατα:

• Το Πρόγραµµα του Ανθρώπινου Γονιδιώµατος, οι στόχοι του οποίου είναι ο
προσδιορισµός του συνόλου των 100.000 γονιδίων του ανθρώπινου DNA, η εύ-
ρεση της αλληλουχίας των 3 δισεκατοµµυρίων ζευγών χηµικών βάσεων από τις
οποίες αποτελείται το ανθρώπινο DNA, η αποθήκευση αυτών των πληροϕοριών
σε κατάλληλες βάσεις δεδοµένων, και η ανάπτυξη εργαλείων για την ανάλυση
των δεδοµένων. Καθένα από τα παραπάνω βήµατα απαιτεί περίτεχνους αλγο-
ρίθµους. Αν και οι λύσεις στα διάϕορα προβλήµατα που υπεισέρχονται στο συγ-
κεκριµένο πρόγραµµα υπερβαίνουν τον ορίζοντα αυτού του βιβλίου,πολλές από
τις έννοιες που παρουσιάζονται στα κεϕάλαια που ακολουθούν χρησιµοποιούν-
ται για την επίλυση αυτών των προβληµάτων της βιολογίας, δίνοντας στους επι-
στήµονες τη δυνατότητα να επιτελέσουν το έργο τους αξιοποιώντας αποδοτικά
τους πόρους που έχουν στη διάθεσή τους. Με τον τρόπο αυτό εξοικονοµείται
χρόνος, τόσο ανθρώπινος όσο και υπολογιστικός, και χρήµατα, αϕού µπορούν
να εξαχθούν περισσότερες πληροϕορίες από τις διάϕορες εργαστηριακές εργα-
σίες.

• Το ∆ιαδίκτυο δίνει τη δυνατότητα σε ανθρώπους από όλο τον κόσµο να προ-
σπελάσουν και να αποκτήσουν γρήγορα µεγάλες ποσότητες πληροϕοριών. Η
δυνατότητα αυτή έχει επιτευχθεί µε τη βοήθεια έξυπνων αλγορίθµων οι οποίοι
διαχειρίζονται αυτούς τους µεγάλους όγκους δεδοµένων. Τα προβλήµατα που
υπεισέρχονται σε αυτήν την παγκόσµια επικοινωνία περιλαµβάνουν την εύρεση
κατάλληλων διαδροµών για τη µεταϕορά των δεδοµένων (τεχνικές για την επί-
λυση τέτοιων προβληµάτων παρουσιάζονται στο Κεϕάλαιο 24), και τη χρήση
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µηχανών αναζήτησης για την γρήγορη εύρεση των ιστοσελίδων στις οποίες εν-
τοπίζονται συγκεκριµένες πληροϕορίες (σχετικές τεχνικές περιγράϕονται στα
Κεϕάλαια 11 και 32 ).

• Το ηλεκτρονικό εµπόριο δίνει τη δυνατότητα αγοραπωλησίας και διακίνησης
αγαθών και υπηρεσιών µε ηλεκτρονικά µέσα. Η δυνατότητα ασϕαλούς επεξερ-
γασίας εµπιστευτικών πληροϕοριών, όπως είναι οι αριθµοί πιστωτικών καρτών,
οι συνθηµατικοί κωδικοί, και τα αντίγραϕα κίνησης τραπεζικών λογαριασµών,
αποτελεί ουσιώδη προϋπόθεση για την ευρεία χρήση του ηλεκτρονικού εµπορί-
ου. Μεταξύ των βασικών τεχνικών που χρησιµοποιούνται σε αυτόν τον τοµέα
είναι η κρυπτογραϕία δηµόσιου κλειδιού και οι ψηϕιακές υπογραϕές (τις οποί-
ες θα µελετήσουµε στο Κεϕάλαιο 31). Οι συγκεκριµένες τεχνικές βασίζονται σε
αριθµητικούς αλγορίθµους και στη θεωρία αριθµών.

• Στη βιοµηχανική παραγωγή και σε άλλες εµπορικές δραστηριότητες συχνά εί-
ναι ιδιαίτερα σηµαντικό να µπορούµε να κατανείµουµε ανεπαρκείς πόρους µε
τον επωϕελέστερο δυνατό τρόπο. Μια εταιρεία πετρελαίου, λόγου χάριν, πι-
θανόν να επιθυµεί να γνωρίζει πού να εγκαταστήσει τις πετρελαιοπηγές της
προκειµένου να µεγιστοποιήσει το αναµενόµενο κέρδος. Ένας υποψήϕιος για
την προεδρία των ΗΠΑ πιθανόν να θέλει να προσδιορίσει σε ποιες περιοχές
της χώρας θα πρέπει να επενδύσει χρήµατα για να διαϕηµίσει την προεκλογι-
κή του εκστρατεία ώστε να µεγιστοποιήσει τις πιθανότητές του να κερδίσει τις
εκλογές. Μια αεροπορική εταιρεία ίσως να επιθυµεί να κατανείµει τα πληρώ-
µατα στις διάϕορες πτήσεις µε τον λιγότερο δαπανηρό τρόπο, εξασϕαλίζοντας
ταυτόχρονα ότι όλες οι πτήσεις καλύπτονται επαρκώς και ότι ικανοποιούνται
οι πτητικοί κανονισµοί για τον χρονοπρογραµµατισµό των πληρωµάτων. Μια
εταιρεία παροχής ∆ιαδικτυακών υπηρεσιών πιθανόν να επιθυµεί να προσδιορί-
σει σε ποια σηµεία θα πρέπει να εγκαταστήσει επιπλέον πόρους προκειµένου να
ικανοποιήσει αποτελεσµατικότερα τις ανάγκες των πελατών της. Όλες οι πα-
ραπάνω περιπτώσεις αποτελούν παραδείγµατα προβληµάτων που µπορούν να
επιλυθούν µε τη βοήθεια του γραµµικού προγραµµατισµού, τον οποίο θα µελε-
τήσουµε στο Κεϕάλαιο 29.

Στο βιβλίο αυτό, αν και δεν θα επεκταθούµε σε λεπτοµερή ανάλυση των προη-
γούµενων παραδειγµάτων, θα µελετήσουµε τις θεµελιώδεις τεχνικές που εϕαρµό-
ζονται σε αυτά τα προβλήµατα και σε αυτές τις περιοχές προβληµάτων. Θα πε-
ριγράψουµε επίσης τη λύση πολλών συγκεκριµένων προβληµάτων, όπως π.χ. τα
παρακάτω:

• Μας δίνεται ένας οδικός χάρτης ο οποίος αναγράϕει όλες τις αποστάσεις µεταξύ
παρακείµενων διασταυρώσεων, και µας ζητείται να προσδιορίσουµε τη βραχύ-
τερη διαδροµή από κάποια διασταύρωση µέχρι κάποια άλλη. Ακόµη και αν απο-
κλείσουµε τις διαδροµές που τέµνουν τον εαυτό τους, ο αριθµός των δυνατών
διαδροµών µπορεί να είναι τεράστιος. Πώς θα βρούµε ποια απ’ όλες είναι η βρα-
χύτερη; Στην περίπτωση αυτή, αναπαριστούµε τον οδικό χάρτη (ο οποίος, µε τη
σειρά του, είναι επίσης µια αναπαράσταση του πραγµατικού οδικού δικτύου) µε
τη µορϕή ενός γραϕήµατος (τα γραϕήµατα περιγράϕονται στο Κεϕάλαιο 10
και στο Παράρτηµα Βʹ), και ανάγουµε το πρόβληµα στην εύρεση της βραχύτε-
ρης διαδροµής από κάποιον κόµβο του γραϕήµατος µέχρι κάποιον άλλον. Μια
δραστική επίλυση αυτού του προβλήµατος παρουσιάζεται στο Κεϕάλαιο 24.
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• Μας δίνεται µια ακολουθία n πινάκων 〈A1, A2, . . . , An〉, και µας ζητείται να
υπολογίσουµε το γινόµενό τους A1A2 · · ·An. ∆εδοµένου ότι ο πολλαπλασια-
σµός πινάκων είναι προσεταιριστικός, υπάρχουν διάϕορες επιτρεπτές πολλα-
πλασιαστικές διατάξεις. Παραδείγµατος χάριν, θα µπορούσαµε να εκτελέσουµε
τους πολλαπλασιασµούς µε οποιαδήποτε από τις ακόλουθες οµαδοποιήσεις της
ακολουθίας πινάκων: (A1(A2(A3A4))), (A1((A2A3)A4)), ((A1A2)(A3A4)),
((A1(A2A3))A4), ή (((A1A2)A3)A4). Αν όλοι οι πίνακες είναι τετραγωνικοί
(και εποµένως ισοµεγέθεις), η χρονική διάρκεια του πολλαπλασιασµού είναι
ανεξάρτητη από την οµαδοποίηση που θα χρησιµοποιήσουµε. Αν, όµως, οι πί-
νακες έχουν διαϕορετικά µεγέθη (τα οποία ωστόσο είναι συµβατά µεταξύ τους
όσον αϕορά τον πολλαπλασιασµό), τότε η οµαδοποίησή τους µπορεί να έχει
σηµαντική επίπτωση στον χρόνο εκτέλεσης. Ο αριθµός των δυνατών πολλα-
πλασιαστικών οµαδοποιήσεων αυξάνεται εκθετικά συναρτήσει του n, και επο-
µένως η δοκιµή όλων των οµαδοποιήσεων µπορεί να είναι εξαιρετικά χρονο-
βόρα. Όπως θα δούµε στο Κεϕάλαιο 15, το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί
πολύ πιο ικανοποιητικά µέσω µιας γενικής τεχνικής που ονοµάζεται δυναµικός
προγραµµατισµός.

• Μας δίνεται µια εξίσωση ax ≡ b (mod n), όπου τα a, b, και n είναι ακέραιοι,
και µας ζητείται να βρούµε όλους τους ακεραίους x, modulo n, οι οποίοι την
ικανοποιούν. Μια τέτοια εξίσωση πιθανόν να µην έχει καµία λύση, ή να έχει µία
ή και περισσότερες λύσεις. Αν και θα µπορούσαµε απλώς να δοκιµάσουµε να
θέσουµε διαδοχικά x = 0, 1, . . . , n − 1, όπως θα δούµε στο Κεϕάλαιο 31 το
πρόβληµα µπορεί να λυθεί πιο αποτελεσµατικά.

• Μας δίνονται n σηµεία στο επίπεδο, και µας ζητείται να βρούµε το κυρτό κάλυµ-
µα των σηµείων αυτών, δηλαδή το µικρότερο κυρτό πολύγωνο που περιέχει όλα
τα σηµεία. Χάριν εποπτείας, µπορούµε να ϕανταστούµε το κάθε σηµείο σαν ένα
καρϕί που προεξέχει από την επιϕάνεια µιας ξύλινης πινακίδας. Στην απεικόνιση
αυτή, το κυρτό κάλυµµα θα αναπαρίσταται από µια τεντωµένη ελαστική ταινία
που περιβάλλει το σύνολο των καρϕιών. Το κάθε καρϕί γύρω από το οποίο κάµ-
πτεται η ταινία είναι µια κορυϕή του κυρτού καλύµµατος (βλ. Σχήµα 33.6 , π.χ.).
Εν γένει, το σύνολο των κορυϕών του καλύµµατος µπορεί να είναι οποιοδήπο-
τε από τα 2n υποσύνολα των σηµείων. Επιπλέον, δεν αρκεί να γνωρίζουµε ποια
από τα σηµεία είναι κορυϕές του καλύµµατος. θα πρέπει επίσης να γνωρίζου-
µε τη διάταξη των σηµείων αυτών. Εποµένως, υπάρχουν πολλές επιλογές για
τις κορυϕές του κυρτού καλύµµατος. Στο Κεϕάλαιο 33 θα παρουσιάσουµε δύο
καλές µεθόδους για την εύρεση του κυρτού καλύµµατος.

Τα παραπάνω παραδείγµατα, αν και δεν εξαντλούν επ’ ουδενί το σύνολο των
σηµαντικών περιπτώσεων (όπως και πάλι θα έχετε αντιληϕθεί από το βάρος αυτού
του βιβλίου), διαθέτουν δύο χαρακτηριστικά που είναι κοινά σε πολλούς ενδιαϕέ-
ροντες αλγορίθµους.

1. Υπάρχουν πολλές υποψήϕιες λύσεις, οι περισσότερες από τις οποίες δεν αντα-
ποκρίνονται στις απαιτήσεις µας. Η εύρεση µιας λύσης που να ικανοποιεί τις
απαιτήσεις µας µπορεί να παρουσιάζει αρκετές δυσκολίες.

2. Υπάρχουν πρακτικές εϕαρµογές. Το πιο χαρακτηριστικό παράδειγµα µεταξύ
των παραπάνω προβληµάτων είναι αυτό των βραχύτερων διαδροµών. Για µια
µεταϕορική εταιρεία, όπως είναι λόγου χάριν ένας σιδηροδροµικός οργανισµός



1.1 Αλγόριθµοι 9

ή µια εταιρεία οδικών µεταϕορών, η εύρεση των βραχύτερων διαδροµών σε
ένα σιδηροδροµικό ή οδικό δίκτυο έχει άµεσο οικονοµικό ενδιαϕέρον, καθώς
η υιοθέτηση των διαδροµών αυτών συνεπάγεται µικρότερες δαπάνες για αµοι-
βές προσωπικού και καύσιµα. Για έναν κόµβο δροµολόγησης στο ∆ιαδίκτυο, η
εύρεση της βραχύτερης διαδροµής στο δίκτυο επιτρέπει την ταχύτερη µεταβί-
βαση ενός µηνύµατος.

∆οµές δεδοµένων

Στο βιβλίο αυτό θα ασχοληθούµε επίσης µε διάϕορες δοµές δεδοµένων. Μια δο-
µή δεδοµένων είναι ένας τρόπος αποθήκευσης και οργάνωσης των δεδοµένων ο
οποίος διευκολύνει την προσπέλαση και την τροποποίησή τους. ∆εδοµένου ότι δεν
υπάρχει µία και µοναδική δοµή δεδοµένων που να καλύπτει ικανοποιητικά όλες τις
ανάγκες που εµϕανίζονται στις εϕαρµογές, θα πρέπει κανείς να γνωρίζει τα πλεο-
νεκτήµατα και τους περιορισµούς διαϕόρων τέτοιων δοµών.

Τεχνική

Αν και µπορείτε να χρησιµοποιήσετε το βιβλίο αυτό σαν «συνταγολόγιο» έτοιµων
αλγορίθµων, είναι πιθανό σε κάποια εϕαρµογή να συναντήσετε ένα πρόβληµα για
το οποίο να µην µπορείτε να βρείτε εύκολα κάποιον σχετικό αλγόριθµο στα περιε-
χόµενά του (αυτό ισχύει π.χ. για πολλές από τις ασκήσεις και τα προβλήµατα που
παρατίθενται στο τέλος των ενοτήτων!). Στο βιβλίο αυτό, θα µελετήσουµε τεχνικές
σχεδίασης και ανάλυσης αλγορίθµων οι οποίες θα σας επιτρέψουν να αναπτύσσετε
τους δικούς σας αλγορίθµους, να αποδεικνύετε ότι δίνουν το σωστό αποτέλεσµα
και να αξιολογείτε την επίδοσή τους.

∆ύσκολα προβλήµατα

Το µεγαλύτερο µέρος αυτού του βιβλίου αϕορά δραστικούς αλγορίθµους. Ένα συ-
νηθισµένο µέτρο της δραστικότητας είναι η ταχύτητα, δηλαδή το πόσος χρόνος
χρειάζεται για να παραγάγει ένας αλγόριθµος το αποτέλεσµά του. Υπάρχουν ορι-
σµένα προβλήµατα, όµως, για τα οποία δεν γνωρίζουµε καµία δραστική λύση. Στο
Κεϕάλαιο 34 θα µελετήσουµε ένα ενδιαϕέρον υποσύνολο αυτών των προβληµά-
των, τα λεγόµενα ΝΡ-πλήρη προβλήµατα.

Τι είναι αυτό που κάνει τα ΝΡ-πλήρη προβλήµατα ενδιαϕέροντα; Κατ’ αρχάς,
παρ’ όλο που δεν έχει βρεθεί ποτέ κάποιος δραστικός αλγόριθµος για ένα τέτοιο
πρόβληµα, κανείς δεν έχει αποδείξει ότι δεν µπορεί να υπάρξει τέτοιος αλγόριθµος.
Με άλλα λόγια, δεν γνωρίζουµε αν υπάρχει δραστικός αλγόριθµος για ΝΡ-πλήρη
προβλήµατα. ∆εύτερον, το σύνολο των προβληµάτων αυτών έχει την αξιοσηµείω-
τη ιδιότητα ότι αν υπάρχει δραστικός αλγόριθµος για οποιοδήποτε από αυτά, τό-
τε υπάρχουν τέτοιοι αλγόριθµοι για όλα. Αυτή η σχέση µεταξύ των ΝΡ-πλήρων
προβληµάτων κάνει την απουσία δραστικών λύσεων ακόµη πιο προκλητική. Τρί-
τον, αρκετά ΝΡ-πλήρη προβλήµατα είναι παρόµοια, αλλά όχι πανοµοιότυπα, µε
προβλήµατα για τα οποία γνωρίζουµε δραστικούς αλγορίθµους. Μια µικρή αλλα-
γή στη διατύπωση του προβλήµατος µπορεί να συνεπάγεται τεράστια αλλαγή στη
δραστικότητα του καλύτερου γνωστού αλγορίθµου.

Το να γνωρίζει κανείς την ύπαρξη των ΝΡ-πλήρων προβληµάτων έχει µεγάλη
πρακτική σηµασία, διότι ορισµένα από αυτά ανακύπτουν αναπάντεχα συχνά στις
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πραγµατικές εϕαρµογές. Αν έχετε αναλάβει να αναπτύξετε έναν δραστικό αλγό-
ριθµο για ένα ΝΡ-πλήρες πρόβληµα, είναι αρκετά πιθανό να σπαταλήσετε αρκετό
χρόνο σε µια µάταιη προσπάθεια. Αν, όµως, µπορείτε να αποδείξετε ότι το δεδοµένο
πρόβληµα είναι ΝΡ-πλήρες, µπορείτε να αϕιερώσετε τον χρόνο σας στην ανάπτυ-
ξη ενός δραστικού αλγορίθµου ο οποίος θα δίνει µια ικανοποιητική, αλλά όχι τη
βέλτιστη, λύση.

Ως συγκεκριµένο παράδειγµα, ας εξετάσουµε µια εταιρεία οδικών µεταϕορών
µε µια κεντρική αποθήκη. Κάθε µέρα, η εταιρεία ϕορτώνει το ϕορτηγό της στην
αποθήκη και καθορίζει ένα δροµολόγιο για την παράδοση των εµπορευµάτων. Στο
τέλος της µέρας, το ϕορτηγό θα πρέπει να έχει επιστρέψει στην αποθήκη ώστε να
είναι έτοιµο να ϕορτώσει τα εµπορεύµατα της εποµένης. Για να µειώσει τα έξοδά
της, η εταιρεία επιδιώκει η σειρά που θα επιλέξει για τα σηµεία παράδοσης να δίνει
την ελάχιστη ολική απόσταση. Το συγκεκριµένο πρόβληµα είναι το γνωστό «πρό-
βληµα του περιοδεύοντος πωλητή», και είναι ΝΡ-πλήρες. ∆εν υπάρχει γνωστός
δραστικός αλγόριθµος για την επίλυσή του. Υπό ορισµένες προϋποθέσεις, όµως,
υπάρχουν δραστικοί αλγόριθµοι που δίνουν µια ολική απόσταση η οποία δεν υπερ-
βαίνει σηµαντικά την ελάχιστη δυνατή. Στο Κεϕάλαιο 35 θα µελετήσουµε τέτοιους
«προσεγγιστικούς αλγορίθµους».

Ασκήσεις

1.1-1
Αναϕέρετε µια περίπτωση της καθηµερινής ζωής στην οποία εµϕανίζεται ένα από τα
παρακάτω υπολογιστικά προβλήµατα: ταξινόµηση, προσδιορισµός της καλύτερης
οµαδοποίησης για πολλαπλασιασµό πινάκων, εύρεση του κυρτού καλύµµατος.

1.1-2
Εκτός από την ταχύτητα, ποια άλλα µέτρα της «δραστικότητας» θα µπορούσε να
χρησιµοποιήσει κανείς σε πρακτικά ζητήµατα της καθηµερινής ζωής;

1.1-3
Επιλέξτε µια δοµή δεδοµένων που γνωρίζετε ήδη, και αναλύστε τα πλεονεκτήµατα
και τους περιορισµούς της.

1.1-4
Σε τι µοιάζουν µεταξύ τους τα προβλήµατα της βραχύτερης διαδροµής και του πε-
ριοδεύοντος πωλητή που αναϕέραµε παραπάνω; Σε τι διαϕέρουν;

1.1-5
Εντοπίστε ένα πρόβληµα της καθηµερινής ζωής για το οποίο η µόνη ικανοποιητική
λύση είναι η βέλτιστη. Στη συνέχεια, εντοπίστε ένα πρόβληµα για το οποίο µια λύση
που «προσεγγίζει» τη βέλτιστη είναι επαρκής.

1.2 Οι αλγόριθµοι ως τεχνολογία

Ας υποθέσουµε ότι οι υπολογιστές ήταν απείρως ταχείς και η υπολογιστική µνήµη
ήταν δωρεάν. Στην υποθετική αυτή περίπτωση, θα υπήρχε άραγε κανένας λόγος να
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µελετήσετε τους αλγορίθµους; Η απάντηση είναι ναι, αν µη τι άλλο επειδή ακόµη
και σε αυτήν την περίπτωση θα θέλατε να αποδείξετε ότι η µέθοδος επίλυσης που
αναπτύξατε τερµατίζει δίνοντας το σωστό αποτέλεσµα.

Αν οι υπολογιστές ήταν απείρως ταχείς, οποιαδήποτε ορθή µέθοδος επίλυσης
ενός προβλήµατος θα αρκούσε. Αν και θα επιδιώκατε ενδεχοµένως η υλοποίησή
σας να ικανοποιεί τα παραδεκτά πρότυπα της κατασκευής λογισµικού (δηλαδή να
είναι καλά σχεδιασµένη και τεκµηριωµένη), στις περισσότερες περιπτώσεις θα χρη-
σιµοποιούσατε οποιαδήποτε µέθοδο θα ήταν ευκολότερο να υλοποιηθεί.

Φυσικά, οι πραγµατικοί υπολογιστές είναι µεν ταχείς, αλλά όχι απείρως ταχείς.
Και η µνήµη µπορεί να είναι µεν ϕτηνή, αλλά δεν είναι δωρεάν. Κατά συνέπεια, ο
υπολογιστικός χρόνος είναι ένας πεπερασµένος πόρος, όπως και η µνήµη. Οι πό-
ροι αυτοί θα πρέπει να χρησιµοποιούνται µε σύνεση, και αυτόν ακριβώς τον σκοπό
εξυπηρετούν οι αλγόριθµοι που είναι δραστικοί ως προς τον χρόνο και οικονοµικοί
ως προς τον χώρο.

∆ραστικότητα

Συχνά για το ίδιο πρόβληµα είναι δυνατόν να αναπτυχθούν αλγόριθµοι οι οποίοι
να διαϕέρουν συντριπτικά ως προς τη δραστικότητα. Οι διαϕορές αυτές µπορεί να
είναι πολύ πιο σηµαντικές από εκείνες που οϕείλονται στο υλισµικό και το λογισµι-
κό.

Παραδείγµατος χάριν, στο Κεϕάλαιο 2 θα µελετήσουµε δύο αλγορίθµους ταξινό-
µησης. Ο πρώτος, η λεγόµενη ενθετική ταξινόµηση, απαιτεί χρόνο περίπου ίσο µε
c1n

2 για την ταξινόµηση n στοιχείων, όπου c1 είναι µια σταθερά ανεξάρτητη του n.
∆ηλαδή, απαιτεί χρόνο περίπου ανάλογο του n2. Για τον δεύτερο αλγόριθµο, τη
συγχωνευτική ταξινόµηση, ο απαιτούµενος χρόνος είναι περίπου ίσος µε c2n lg n,
όπου το σύµβολο lg n σηµαίνει log2 n και c2 είναι µια άλλη σταθερά, επίσης ανεξάρ-
τητη του n. Η ενθετική ταξινόµηση συνήθως έχει µικρότερο σταθερό συντελεστή
από τη συγχωνευτική, δηλαδή c1 < c2. Όπως θα δούµε, οι σταθεροί συντελεστές
µπορεί να έχουν πολύ µικρότερη επίπτωση στους σχετικούς χρόνους εκτέλεσης σε
σχέση µε την εξάρτηση από το µέγεθος n της εισόδου. Αντί του συντελεστή lg n
που εµϕανίζεται στον χρόνο εκτέλεσης της συγχωνευτικής ταξινόµησης,η ενθετική
έχει συντελεστή n, ο οποίος είναι πολύ µεγαλύτερος. Αν και η ενθετική ταξινόµη-
ση συνήθως είναι ταχύτερη της συγχωνευτικής για µικρό µέγεθος n της εισόδου,
από τη στιγµή που το µέγεθος αυτό θα γίνει αρκετά µεγάλο, το πλεονέκτηµα του
συντελεστή lg n στη συγχωνευτική ταξινόµηση έναντι του n υπεραντισταθµίζει τη
διαϕορά των σταθερών συντελεστών. Όσο µικρότερο και αν είναι το c1 σε σχέση µε
το c2, θα υπάρχει πάντα κάποιο σηµείο «χρονικής ισοϕάρισης», πέραν του οποίου
η συγχωνευτική ταξινόµηση θα είναι ταχύτερη.

Ας δούµε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα: ας βάλουµε έναν ταχύ υπολογιστή (τον
υπολογιστή Α) ο οποίος εκτελεί την ενθετική ταξινόµηση να «αναµετρηθεί» µε έναν
βραδύτερο (τον υπολογιστή Β) ο οποίος εκτελεί τη συγχωνευτική ταξινόµηση. Ο
κάθε υπολογιστής θα πρέπει να ταξινοµήσει ένα εκατοµµύριο αριθµούς. Έστω ότι ο
υπολογιστής Α εκτελεί ένα δισεκατοµµύριο εντολές το δευτερόλεπτο και ο Β µόνο
δέκα εκατοµµύρια εντολές το δευτερόλεπτο. Με άλλα λόγια ο Αείναι 100 ϕορές τα-
χύτερος του Β. Για να κάνουµε τη διαϕορά ακόµη πιο συντριπτική, ας υποθέσουµε
ότι ο κώδικας της ενθετικής ταξινόµησης που εκτελεί ο υπολογιστής Α έχει γρα-
ϕτεί σε γλώσσα µηχανής από τον πιο επιδέξιο προγραµµατιστή του κόσµου, και ότι
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ο απαιτούµενος αριθµός εντολών για την ταξινόµηση n αριθµών είναι 2n2 (δηλαδή,
στην περίπτωσή µας c1 = 2). Από την άλλη πλευρά, ο κώδικας της συγχωνευτι-
κής ταξινόµησης του υπολογιστή Β έχει γραϕτεί από έναν κοινό προγραµµατιστή
σε γλώσσα υψηλού επιπέδου µε µέτριο µεταγλωττιστή, µε αποτέλεσµα να απαιτεί
50n lg n εντολές (δηλαδή, c2 = 50). Για την ταξινόµηση ενός εκατοµµυρίου αριθ-
µών, ο υπολογιστής Α χρειάζεται

2 · (106)2 εντολές
109 εντολές/δευτερόλεπτο

= 2000 δευτερόλεπτα ,

ενώ ο Β χρειάζεται

50 · 106 lg 106 εντολές
107 εντολές/δευτερόλεπτο

≈ 100 δευτερόλεπτα .

Χρησιµοποιώντας έναν αλγόριθµο του οποίου ο χρόνος εκτέλεσης αυξάνεται βρα-
δύτερα συναρτήσει του n, ο υπολογιστής Β, ακόµη και µε µέτριο µεταγλωττιστή,
εκτελεί την ίδια εργασία 20 ϕορές ταχύτερα από τον Α! Η υπεροχή της συγχωνευτι-
κής ταξινόµησης γίνεται ακόµη πιο εξόϕθαλµη αν επιχειρήσουµε να ταξινοµήσουµε
δέκα εκατοµµύρια αριθµούς: ενώ η ενθετική ταξινόµηση θα διαρκέσει περίπου 2,3
ηµέρες, η συγχωνευτική θα ολοκληρωθεί σε λιγότερο από 20 λεπτά. Εν γένει, όσο
αυξάνεται το µέγεθος του προβλήµατος, τόσο αυξάνεται και το συγκριτικό πλεο-
νέκτηµα της συγχωνευτικής ταξινόµησης.

Οι αλγόριθµοι και οι άλλες τεχνολογίες

Το παραπάνω παράδειγµα καταδεικνύει ότι οι αλγόριθµοι είναι ένα είδος τεχνολο-
γίας, όπως είναι λ.χ. το υλισµικό του υπολογιστή. Η ολική απόδοση ενός συστήµα-
τος εξαρτάται τόσο από την επιλογή υλισµικού υψηλής ταχύτητας όσο και από την
επιλογή δραστικών αλγορίθµων. Ο τοµέας των αλγορίθµων χαρακτηρίζεται από
ταχεία ανάπτυξη, όπως συµβαίνει και µε τις υπόλοιπες τεχνολογίες των υπολογι-
στών.

Πιθανόν να αναρωτιέστε αν οι αλγόριθµοι είναι πράγµατι τόσο σηµαντικοί για
τη λειτουργία των σύγχρονων υπολογιστών, τη στιγµή που υπάρχουν άλλες προηγ-
µένες τεχνολογίες, όπως λόγου χάριν

• υλισµικό µε υψηλή συχνότητα ρολογιού, οµοχειριακή αρχιτεκτονική, και υπερ-
ταυτοχρονική αρχιτεκτονική,

• εύχρηστες, παραστατικές γραϕικές επαϕές χρήσεως (Graphical User Interface -
GUI),

• αντικειµενοστρεϕή συστήµατα, και
• τοπικά δίκτυα και δίκτυα ευρείας περιοχής.

Η απάντηση είναι ναι. Αν και υπάρχουν ορισµένες εϕαρµογές που δεν απαιτούν ρη-
τά κάποια αλγοριθµική συνιστώσα στο επίπεδο της εϕαρµογής (λ.χ. µερικές απλές
«ιστοκεντρικές» εϕαρµογές), οι περισσότερες εµπεριέχουν καθ’ εαυτές κάποιο αλ-
γοριθµικό σκέλος. Ας εξετάσουµε, παραδείγµατος χάριν, µια ιστοκεντρική υπηρε-
σία που παρέχει πληροϕορίες για το πώς µπορείτε να ταξιδέψετε από κάποια τοπο-
θεσία σε κάποια άλλη. (Τη στιγµή που γραϕόταν αυτό το βιβλίο υπήρχαν διάϕορες
τέτοιες υπηρεσίες.) Η υλοποίησή της θα βασιζόταν σε υλισµικό υψηλής ταχύτητας,
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σε µια γραϕική επαϕή χρήσεως, στην ύπαρξη κάποιου δικτύου ευρείας περιοχής,
και ενδεχοµένως σε κάποιο αντικειµενοστρεϕές σύστηµα. Εντούτοις, η συγκεκρι-
µένη υπηρεσία θα απαιτούσε επίσης κάποιους αλγορίθµους για ορισµένες λειτουρ-
γίες όπως είναι λόγου χάριν η εύρεση διαδροµών (πιθανότατα µέσω κάποιου αλ-
γορίθµου βραχύτερης διαδροµής), η απεικόνιση χαρτών και η παρεµβολική εύρεση
διευθύνσεων.

Εξάλλου, ακόµη και µια εϕαρµογή που δεν απαιτεί καµία αλγοριθµική συνιστώσα
στο επίπεδο της εϕαρµογής εξαρτάται καθοριστικά από αλγορίθµους. ∆εν βασίζε-
ται η εϕαρµογή σε υλισµικό υψηλής ταχύτητας; Η σχεδίαση του υλισµικού έγινε µε
τη βοήθεια αλγορίθµων. ∆εν βασίζεται η εϕαρµογή σε γραϕικές επαϕές χρήσεως; Η
σχεδίαση οποιασδήποτε τέτοιας επαϕής βασίζεται σε αλγορίθµους. ∆εν βασίζεται
η εϕαρµογή σε κάποιο δίκτυο; Η δροµολόγηση στα δίκτυα βασίζεται καθοριστικά
σε αλγορίθµους. Επιπλέον, αν η εν λόγω εϕαρµογή γράϕτηκε σε κάποια γλώσ-
σα διαϕορετική από τον κώδικα µηχανής, τότε υπέστη επεξεργασία από κάποιον
µεταγλωττιστή, διερµηνέα ή συµβολοµεταϕραστή, προγράµµατα στα οποία χρη-
σιµοποιούνται ευρύτατα αλγόριθµοι. Οι αλγόριθµοι βρίσκονται στον πυρήνα των
περισσότερων τεχνολογιών οι οποίες χρησιµοποιούνται στους σύγχρονους υπολο-
γιστές.

Επιπλέον, καθώς οι υπολογιστές αναβαθµίζονται διαρκώς όσον αϕορά τις λει-
τουργικές τους δυνατότητες, χρησιµοποιούνται για την επίλυση ολοένα και µεγα-
λύτερων προβληµάτων. Όπως είδαµε παραπάνω στη σύγκριση ενθετικής και συγ-
χωνευτικής ταξινόµησης, οι διαϕορές στην αποτελεσµατικότητα των αλγορίθµων
γίνονται ιδιαίτερα εµϕανείς ακριβώς όταν το µέγεθος των προβληµάτων είναι µε-
γάλο.

Η καλή γνώση των αλγορίθµων και των αλγοριθµικών τεχνικών είναι ένα από
τα χαρακτηριστικά που διακρίνουν τους πραγµατικά έµπειρους προγραµµατιστές
από τους αρχάριους. Αν και µε τη σύγχρονη τεχνολογία των υπολογιστών µπορείτε
να διεκπεραιώσετε κάποιες εργασίες χωρίς να έχετε ιδιαίτερες γνώσεις αλγορίθµων,
ωστόσο ένα καλό γνωστικό υπόβαθρο στους αλγορίθµους θα σας επιτρέψει να επι-
τύχετε πολύ περισσότερα.

Ασκήσεις

1.2-1
Αναϕέρετε ένα παράδειγµα εϕαρµογής η οποία απαιτεί αλγοριθµική συνιστώσα στο
επίπεδο της εϕαρµογής, και αναλύστε τη λειτουργία των αλγορίθµων που υπεισέρ-
χονται σε αυτήν.

1.2-2
Υποθέστε ότι συγκρίνουµε την υλοποίηση της ενθετικής και της συγχωνευτικής τα-
ξινόµησης στον ίδιο υπολογιστή. Για εισόδους µεγέθους n, η ενθετική ταξινόµηση
απαιτεί 8n2 βήµατα, ενώ η συγχωνευτική 64n lg n. Για ποιες τιµές του n η ενθετική
ταξινόµηση υπερτερεί της συγχωνευτικής;

1.2-3
Ποια είναι η µικρότερη τιµή του n για την οποία ένας αλγόριθµος µε χρόνο εκτέ-
λεσης 100n2 εκτελείται ταχύτερα από έναν άλλο µε χρόνο εκτέλεσης 2n στον ίδιο
υπολογιστή;
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Προβλήµατα

1-1 Σύγκριση χρόνων εκτέλεσης
Για κάθε συνάρτηση f(n) και για κάθε χρονικό διάστηµα t που παρατίθεται στον
παρακάτω πίνακα, προσδιορίστε το µέγιστο µέγεθος n του προβλήµατος που µπο-
ρεί να επιλυθεί σε χρόνο t, υποθέτοντας ότι ο αλγόριθµος που επιλύει το πρόβληµα
απαιτεί χρόνο f(n) µικροδευτερόλεπτα.

1 1 1 1 1 1 1
δευτερόλεπτο λεπτό ώρα ηµέρα µήνας έτος αιώνας

lg n
√

n

n

n lg n

n2

n3

2n

n!

Σηµειώσεις κεϕαλαίου

Υπάρχουν πολλά εξαιρετικά εγχειρίδια γενικού χαρακτήρα για αλγορίθµους, µετα-
ξύ των οποίων αυτά των Aho, Hopcroft, και Ullman [5, 6], Baase και Van Gelder
[26], Brassard και Bratley [46, 47], Goodrich και Tamassia [128], Horowitz, Sahni,
και Rajasekaran [158], Kingston [179], Knuth [182, 183, 185], Kozen [193], Manber
[210], Mehlhorn [217, 218, 219], Purdom και Brown [252], Reingold, Nievergelt,
και Deo [257], Sedgewick [269], Skiena [280], και Wilf [315]. Τα βιβλία των Bentley
[39, 40] και Gonnet [126] αναλύουν ορισµένες πιο πρακτικές πλευρές της σχεδία-
σης αλγορίθµων. Για µια γενική επισκόπηση του πεδίου των αλγορίθµων, µπορεί
κανείς να συµβουλευθεί το Handbook of Theoretical Computer Science, Volume A
[302] και το CRC Handbook on Algorithms and Theory of Computation [24]. Μια
συνοπτική περιγραϕή των αλγορίθµων που χρησιµοποιούνται στην υπολογιστική
βιολογία παρατίθεται στα εγχειρίδια των Gusfield [136], Pevzner [240], Setubal και
Meidanis [272], και Waterman [309].




