
1 Εισαγωγή

1.1 Τι είναι mole; 3

1.2 Το θερµοδυναµικό όριο 3

1.3 Το ιδανικό αέριο 6

1.4 Προβλήµατα συνδυαστικής 7

1.5 ∆οµή του βιβλίου 9

Σύνοψη κεφαλαίου 12

Ασκήσεις 12

Το αντικείµενο της θερµικής φυσικής περιλαµβάνει τη µελέτη συστηµάτων µε
µεγάλο αριθµό ατόµων. Όπως θα δούµε, αυτό που µας επιτρέπει να χειριστού-
µε µε στατιστικές µεθόδους ορισµένες από τις ιδιότητες των µακροσκοπικών
συστηµάτων είναι ακριβώς οι µεγάλοι αριθµοί που υπεισέρχονται σε αυτά τα
συστήµατα. Τι εννοούµε λέγοντας «µεγάλος αριθµός»;

Μερικοί µεγάλοι αριθµοί:

εκατοµµύριο 106

δισεκατοµµύριο 109

τρισεκατοµµύριο 1012

τετράκις εκατοµµύριο 1015

πεντάκις εκατοµµύριο 1018

googol 10100

googolplex 1010
100

Μεγάλοι αριθµοί ανακύπτουν σε πολλά πεδία. Ένα βιβλίο µπορεί να που-
λήσει ένα εκατοµµύριο (106) αντίτυπα (µάλλον όχι αυτό που κρατάτε στα
χέρια σας), ο πληθυσµός της Γης είναι (τη στιγµή που γράφεται το βιβλίο)
κάπου µεταξύ έξι και επτά δισεκατοµµύρια (6-7× 109), ενώ το δηµόσιο χρέ-
ος των ΗΠΑ είναι αυτή τη στιγµή περίπου δέκα τρισεκατοµµύρια δολάρια
(1013 US$). Ακόµη και αυτοί οι µεγάλοι αριθµοί, όµως, ωχριούν σε σύγ-
κριση µε τους αριθµούς που υπεισέρχονται στη θερµική φυσική. Το πλήθος
των ατόµων σε ένα µέσου µεγέθους κοµµάτι ύλης είναι συνήθως δέκα στην
εικοστή-κάτι, πράγµα που θέτει ακραίους περιορισµούς στο τι είδους υπολο-
γισµούς µπορούµε να κάνουµε για να κατανοήσουµε τη συµπεριφορά τους.

Παράδειγµα 1.1

Ένα χιλιόγραµµο αερίου αζώτου περιέχει κατά προσέγγιση 2 × 1025 µόρια
N2. Ας δούµε πόσο εύκολο θα ήταν να κάνουµε προβλέψεις για την κίνη-
ση των µορίων αυτής της ποσότητας αερίου. Σε ένα έτος υπάρχουν περίπου
3,2 × 107 δευτερόλεπτα, και εποµένως ένας προσωπικός υπολογιστής των
3 GHz µπορεί να µετράει µόρια µε ρυθµό περίπου 1017 έτος−1, εάν µετρά-
ει ένα µόριο σε κάθε κύκλο του ρολογιού του υπολογιστή. Εποµένως, µόνο
για να µετρήσει αυτός ο υπολογιστής όλα τα µόρια που περιέχει ένα χιλιό-
γραµµο αερίου αζώτου θα χρειάζονταν κάπου 0,2 δισεκατοµµύρια έτη (χρο-
νικό διάστηµα που είναι χοντρικά µερικές εκατοστιαίες µονάδες της ηλικίας
του σύµπαντος!). Το να µετρηθούν τα µόρια είναι υπολογιστικά απλούστε-
ρη εργασία από το να υπολογιστούν όλες οι κινήσεις τους και οι συγκρού-
σεις µεταξύ τους. Συνεπώς, το να αναπαραστήσει κανείς αυτή την ποσότη-
τα ύλης ακολουθώντας καθένα από τα σωµατίδια είναι εντελώς ανέφικτο.11Ακόµη πιο ανέφικτο θα ήταν να µετρήσει

κανείς πού βρίσκεται το κάθε µόριο και µε
ποια ταχύτητα κινείται στην αρχική του κατά-
σταση!

Άρα, για να προχωρήσουµε στη θερµική φυσική είναι απαραίτητο να κάνου-
µε προσεγγίσεις και να ασχοληθούµε µε τις στατιστικές ιδιότητες των µορίων,
δηλαδή να µελετήσουµε πώς συµπεριφέρονται κατά μέσο όρο. Για τον λό-
γο αυτό, το Κεφάλαιο 3 περιλαµβάνει µια µελέτη των πιθανοτήτων και των
στατιστικών µεθόδων, οι οποίες είναι θεµελιώδους σηµασίας για την κατα-
νόηση της θερµικής φυσικής. Στο κεφάλαιο αυτό, θα κάνουµε µια σύντοµη
ανασκόπηση του ορισµού του mole (ο οποίος θα χρησιµοποιηθεί σε όλο το
βιβλίο), θα εξετάσουµε γιατί από τα προβλήµατα συνδυαστικής της θερµικής
φυσικής προκύπτουν πολύ µεγάλοι αριθµοί, και θα εισαγάγουµε το θερµοδυ-
ναµικό όριο και την εξίσωση του ιδανικού αερίου.
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1.1 Τι είναι mole;

Mole (ή γραµµοµόριο) είναι ένας όρος (ο οποίος προήλθε περίπου έναν αιώ-
να πριν από τη γερµανική λέξη «Molekül» [µόριο]) που αντιπροσωπεύει µια
συγκεκριµένη αριθµητική ποσότητα ενός πράγµατος. Λειτουργεί όπως και η
λέξη «δωδεκάδα», που περιγράφει έναν ορισµένο αριθµό π.χ. αυγών (12), ή
«εικοσάδα», που περιγράφει έναν ορισµένο αριθµό π.χ. ετών (20). Ίσως να
ήταν ευκολότερο να µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τη λέξη «δωδεκάδα»
όταν περιγράφουµε έναν ορισµένο αριθµό ατόµων, αλλά µια δωδεκάδα άτο-
µα δεν είναι πολλά (εκτός αν κατασκευάζετε έναν κβαντικό υπολογιστή), και
δεδοµένου ότι ένα εκατοµµύριο, ένα δισεκατοµµύριο, ακόµη και ένα τετράκις
εκατοµµύριο είναι επίσης πολύ µικροί αριθµοί για να είναι χρήσιµοι, έχουµε
καταλήξει να χρησιµοποιούµε έναν ακόµα µεγαλύτερο αριθµό. ∆υστυχώς, για
ιστορικούς λόγους, δεν είναι δύναµη του δέκα.

Το mole
Ωςmole ορίζεται η ποσότητα ύλης που περιέχει τόσα αντικείµενα (για παρά-
δειγµα, άτοµα, µόρια, µονάδες τύπου, ή ιόντα) όσα και το πλήθος των ατό-
µων σε 12 g (= 0,012 kg) του 12C.

Ένα mole είναι επίσης κατά προσέγγιση η ποσότητα ύλης που περιέχει τόσα
αντικείµενα (για παράδειγµα, άτοµα, µόρια, µονάδες τύπου, ή ιόντα) όσα και
το πλήθος των ατόµων σε 1 g (= 0,001 kg) του 1H, αλλά ο άνθρακας έχει
επιλεγεί ως πιο βολικό διεθνές πρότυπο, διότι τα στερεά είναι πιο εύκολο να
ζυγιστούν µε ακρίβεια.
Ένα mole ατόµων ισοδυναµεί µε έναν αριθµό Avogadro NA ατόµων. Ο

αριθµός Avogadro, αν γραφτεί µε τέσσερα σηµαντικά ψηφία είναι Ο NA µπορεί να γραφτεί επίσης στη µορφή
6,022×1023 mol−1, ως υπενθύµιση του ορι-
σµού του, αλλά πρόκειται για έναν αδιάστατο
αριθµό, όπως είναι και το mole. Και τα δύο
είναι αριθµοί. Με την ίδια λογική, θα έπρεπε
κανείς να ορίσει ως «αριθµό πακέτου αυγών»
το 12 δωδεκάδα−1.

NA = 6,022× 1023. (1.1)

Παράδειγµα 1.2

• 1 mole άνθρακα είναι 6,022× 1023 άτοµα άνθρακα.

• 1 mole βενζολίου είναι 6,022× 1023 µόρια βενζολίου.

• 1 mole NaCl περιέχει 6,022× 1023 µονάδες τύπου NaCl, κ.λπ.

Ο αριθµός Avogadro είναι εκπληκτικά µεγάλος: µε έναmole αυγά θα έφτιαχνε
κανείς µια οµελέτα µε µάζα περίπου το µισό της µάζας της Σελήνης!

Η γραµµοµοριακή µάζα µιας ουσίας είναι η µάζα ενός mole της ουσίας.
Συνεπώς, η γραµµοµοριακή µάζα του άνθρακα είναι 12 g, αλλά η γραµµοµο-
ριακή µάζα του νερού είναι περίπου 18 g (διότι η µάζα ενός µορίου νερού είναι
περίπου 18

12 φορές µεγαλύτερη από τη µάζα ενός ατόµου άνθρακα). Η µάζαm
ενός µεµονωµένου µορίου ή ατόµου είναι εποµένως η γραµµοµοριακή µάζα
αυτής της ουσίας διαιρεμένη µε τον αριθµό Avogadro. Ισοδύναµα:

γραµµοµοριακή µάζα = mNA. (1.2)

1.2 Το θερµοδυναµικό όριο

Σε αυτή την ενότητα, θα εξηγήσουµε για ποιο λόγο το µεγάλο πλήθος µορί-
ων σε ένα τυπικό θερµοδυναµικό σύστηµα σηµαίνει ότι είναι δυνατόν να
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ασχοληθούµε µε µέσες ποσότητες. Για την εξήγησή µας θα χρησιµοποιή-
σουµε µια αντιστοιχία: φανταστείτε ότι βρίσκεστε µέσα σε µια µικρή καλύ-
βα µε επίπεδη στέγη. Έξω βρέχει, και µπορείτε να ακούσετε τις σταγόνες της
βροχής που πέφτουν σποραδικά στη στέγη. Οι σταγόνες πέφτουν µε τυχαίο
τρόπο, δηλαδή µερικές φορές πέφτουν δύο σχεδόν ταυτόχρονα, αλλά µερι-
κές φορές υπάρχει αρκετά µεγάλο διάστηµα µεταξύ τους. Η κάθε σταγόνα
µεταβιβάζει την ορµή της στη στέγη και ασκεί πάνω της µια ώθηση2. Εάν2Ώθηση είναι το γινόµενο της δύναµης επί το

χρονικό διάστηµα. Η ώθηση ισούται µε τη
µεταβολή της ορµής.

γνωρίζατε τη µάζα και την τελική ταχύτητα της σταγόνας, θα µπορούσατε
να εκτιµήσετε τη δύναµη που ασκείται στη στέγη της καλύβας. Η γραφική
παράσταση της δύναµης σαν συνάρτηση του χρόνου θα είχε τη µορφή του
Σχ. 1.1(α), όπου το κάθε «σήµα» αντιστοιχεί στην ώθηση από µία σταγόνα
της βροχής.

(γ)
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,

,

,

,

,
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Σχ. 1.1 Γραφικές παραστάσεις της δύναµης
που ασκείται σε µια στέγη συναρτήσει του
χρόνου λόγω των σταγόνων της βροχής.

Φανταστείτε τώρα ότι βρίσκεστε µέσα σε µια πολύ µεγαλύτερη καλύβα, µε
επίπεδη στέγη µε εµβαδό χιλιαπλάσιο από το εµβαδό της πρώτης στέγης. Στη
µεγαλύτερου εµβαδού στέγη θα πέφτουν τώρα πολύ περισσότερες σταγόνες
της βροχής, και η δύναµη σαν συνάρτηση του χρόνου θα έχει τη µορφή που
απεικονίζεται στο Σχ. 1.1(β). Αν τώρα πολλαπλασιάσουµε το εµβαδόν της
επίπεδης στέγης µε έναν επιπλέον παράγοντα εκατό, η δύναµη θα έχει µορ-
φή παρόµοια µε αυτή του Σχ. 1.1(γ). Για αυτά τα γραφήµατα, θα πρέπει να
σηµειώσουµε δύο βασικά στοιχεία:

(1) Η δύναµη, κατά µέσο όρο, αυξάνεται καθώς αυξάνεται το εµβαδό της
στέγης. Αυτό είναι βέβαια αναµενόµενο, διότι µια µεγαλύτερη στέγη
δέχεται περισσότερες σταγόνες.

(2) Οι διακυµάνσεις της δύναµης εξαλείφονται και η δύναµη φαίνεται να
παραµένει πολύ πιο κοντά στη µέση τιµή της. Στην πραγµατικότητα, οι
διακυµάνσεις παραµένουν µεγάλες, αλλά καθώς το εµβαδό της στέγης
αυξάνεται, αυξάνονται βραδύτερα απ’ ό,τι η µέση δύναµη.

Η δύναµη αυξάνεται µε το εµβαδό, και εποµένως είναι χρήσιµο να εξετάσουµε
την πίεση, που ορίζεται ως εξής:

πίεση =
δύναµη
εµβαδό

. (1.3)

Η µέση πίεση λόγω των σταγόνων της βροχής δεν θα µεταβληθεί καθώς αυξά-
νεται το εµβαδό της στέγης, αλλά οι διακυµάνσεις της πίεσης θα µειωθούν.
Μάλιστα, στο όριο όπου το εµβαδό της στέγης τείνει στο άπειρο µπορού-
µε να αγνοήσουµε εντελώς τις διακυµάνσεις αυτές. Η κατάσταση αυτή είναι
ακριβώς αντίστοιχη µε το όριο το οποίο ονοµάζουµε θερµοδυναµικό όριο.
Ας εξετάσουµε τώρα τα µόρια ενός αερίου που βρίσκονται µέσα σε ένα

δοχείο. Κάθε φορά που τα µόρια αναπηδούν στα τοιχώµατα του δοχείου,
ασκούν σε αυτά µια ώθηση. Το συνολικό αποτέλεσµα όλων αυτών των ωθή-
σεων είναι µια πίεση, µια δύναµη ανά µονάδα εµβαδού, η οποία ασκείται στα
τοιχώµατα του δοχείου. Εάν το δοχείο ήταν πολύ µικρό, θα έπρεπε να µας
απασχολούν οι διακυµάνσεις της πίεσης (η τυχαία πρόσκρουση των µεµο-
νωµένων µορίων στο τοίχωµα, αντίστοιχη µε την τυχαία πτώση των σταγό-
νων στο Σχ. 1.1(α)). Σε όλες σχεδόν τις περιπτώσεις που αντιµετωπίζει όµως
κανείς, το πλήθος των µορίων σε ένα δοχείο µε αέριο είναι εξαιρετικά µεγά-
λο, και εποµένως αυτές οι διακυµάνσεις µπορούν να αγνοηθούν και η πίεση
του αερίου εµφανίζεται να είναι απολύτως οµοιόµορφη. Και πάλι, µπορού-
µε να πούµε ότι η περιγραφή µας για την πίεση αυτού του συστήµατος είναι
«στο θερµοδυναµικό όριο», όπου έχουµε θεωρήσει ότι το πλήθος των µορί-
ων τείνει στο άπειρο µε τέτοιο τρόπο ώστε η πυκνότητα του αερίου να είναι
σταθερή.
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Έστω ότι το δοχείο του αερίου έχει όγκο V , ότι η θερµοκρασία είναι T , η
πίεση είναι p, και η συνολική κινητική ενέργεια όλων των µορίων του αερίου
είναιU . Φανταστείτε ότι χωρίζουµε το δοχείο στη µέσηµε ένα νοερό χώρισµα,
και εστιάζουµε την προσοχή µας στο αέριο που βρίσκεται στη µία πλευρά του
χωρίσµατος. Ο όγκος αυτού του τµήµατος, έστω V ∗, είναι εξ ορισµού ο µισός
από αυτόν του αρχικού δοχείου, δηλ.

V ∗ =
V

2
. (1.4)

Η κινητική ενέργεια αυτού του τµήµατος του αερίου, έστω U∗, είναι εµφανώς
η µισή της συνολική κινητικής ενέργειας, δηλ.

U∗ =
U

2
. (1.5)

Εντούτοις, η πίεση p∗ και η θερµοκρασία T ∗ αυτού του τµήµατος του αερίου
είναι ίδιες µε εκείνες ολόκληρου του δοχείου, δηλαδή

p∗ = p, (1.6)

T ∗ = T. (1.7)

Οι µεταβλητές που µεταβάλλονται ανάλογα µε το µέγεθος του συστήµατος,
όπως οι V και U , ονοµάζονται εκτατικές. Εκείνες που είναι ανεξάρτητες από
το µέγεθος του συστήµατος, όπως οι p και T , ονοµάζονται εντατικές.
Επειδή η θερµική φυσική αναπτύχθηκε κατά διάφορα στάδια, έχουν απο-

µείνει στο γνωστικό αντικείµενο διάφορες προσεγγίσεις:

• Η κλασική θερµοδυναµική πραγµατεύεται µακροσκοπικές ιδιότητες,
όπως η πίεση, ο όγκος, και η θερµοκρασία, χωρίς να ενδιαφέρεται για
την υποκείµενη φυσική του µικρόκοσµου. Εφαρµόζεται σε συστήµατα
που είναι αρκετά µεγάλα ώστε να µπορούν να αγνοηθούν οι µικροσκο-
πικές διακυµάνσεις, και δεν βασίζεται στην παραδοχή ότι υπάρχει µια
υποκείµενη ατοµική δοµή στην ύλη.

• Η κινητική θεωρία των αερίων έχει στόχο να προσδιορίσει τις ιδιότη-
τες των αερίων µε δεδοµένες τις κατανοµές πιθανότητας που αφορούν
τις κινήσεις των µεµονωµένων µορίων. Το συγκεκριµένο αντικείµενο
ήταν αρχικά κάπως αµφιλεγόµενο, διότι η ύπαρξη των ατόµων και των
µορίων αµφισβητούνταν από πολλούς µέχρι τα τέλη του 19ου και τις
αρχές του 20ού αιώνα.

• Η διαπίστωση της ύπαρξης των ατόµων και των µορίων οδήγησε στην
ανάπτυξη της στατιστικής µηχανικής. Στην προσέγγιση αυτή, αντί να
ξεκινάει κανείς από τις περιγραφές µακροσκοπικών ιδιοτήτων (όπως
στη θερµοδυναµική), προσπαθεί κατ’ αρχάς να περιγράψει τις µεµονω-
µένες µικροσκοπικές καταστάσεις ενός συστήµατος και στη συνέχεια
χρησιµοποιεί στατιστικές µεθόδους για να προσδιορίσει τις µακροσκο-
πικές ιδιότητες από τις καταστάσεις αυτές. Η προσέγγιση αυτή δέχθη-
κε επιπλέον ώθηση µε την ανάπτυξη της κβαντικής θεωρίας, η οποία
έδειξε ρητά πώς µπορούν να περιγραφούν οι µικροσκοπικές κβαντικές
καταστάσεις διαφορετικών συστηµάτων. Συνεπώς, η θερµοδυναµική
συµπεριφορά ενός συστήµατος προσεγγίζεται ασυµπτωτικά από τα απο-
τελέσµατα της στατιστικής µηχανικής στο θερµοδυναµικό όριο, δηλα-
δή καθώς το πλήθος των σωµατιδίων τείνει προς το άπειρο (ενώ οι εντα-
τικές ιδιότητες όπως η πίεση και η πυκνότητα παραµένουν πεπερασµέ-
νες).
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Στην επόµενη ενότητα, θα διατυπώσουµε τον νόµο των ιδανικών αερίων,
που ανακαλύφθηκε αρχικά πειραµατικά, αλλά µπορεί να συναχθεί από την
κινητική θεωρία των αερίων (βλ. Κεφάλαιο 6).

1.3 Το ιδανικό αέριο

Όπως δείχνουν πειράµατα σε αέρια, η πίεση p ενός αερίου όγκου V εξαρτά-
ται από τη θερµοκρασία του T . Για παράδειγµα, µια καθορισµένη ποσότητα
αερίου σε σταθερή θερµοκρασία ικανοποιεί τη σχέση

p ∝ 1/V, (1.8)

που είναι γνωστή ως νόµος του Boyle (µερικές φορές ονοµάζεται και νόµος
Boyle-Mariotte)· ανακαλύφθηκε πειραµατικά από τον Robert Boyle (1627-
1691) το 1662 και ανεξάρτητα από τον Edmé Mariotte (1620-1684) το 1676.
Σε σταθερή πίεση, το αέριο ικανοποιεί επίσης τη σχέση

V ∝ T, (1.9)

όπου η T µετριέται σε kelvin. Η σχέση αυτή ονοµάζεται νόµος του Charles
και ανακαλύφθηκε πειραµατικά, σε προσεγγιστική µορφή, από τον Jacques
Charles (1746-1823) το 1787, και σε πιο πλήρη µορφή από τον Joseph Louis
Gay-Lussac (1778-1850) το 1802, αν και είχε προηγηθεί το 1699 σχετική εργα-
σία του Guillaume Amontons (1663-1705), ο οποίος παρατήρησε επίσης ότι
ένας καθορισµένος όγκος αερίου ικανοποιεί τη σχέση

p ∝ T, (1.10)

αποτέλεσµα που βρήκε πειραµατικά ο ίδιος ο Gay-Lussac το 1809, και που
συχνά ονοµάζεται νόµος του Gay-Lussac.33Να σηµειωθεί ότι κανένας από αυτούς τους

επιστήµονες δεν εξέφρασε τη θερµοκρασία
µε αυτό τον τρόπο, δεδοµένου ότι δεν εί-
χαν ακόµη επινοηθεί η κλίµακα kelvin και
το απόλυτο µηδέν. Για παράδειγµα, ο Gay-
Lussac βρήκε απλώς ότι V = V0(1 + αT̃ ),
όπου τα V0 και α είναι σταθερές, και T̃ είναι
η θερµοκρασία στην κλίµακά του.

Αν συνδυαστούν οι τρεις αυτοί εµπειρικοί νόµοι, έχουµε ότι

pV ∝ T. (1.11)

Όπως προκύπτει, εάν υπάρχουν N µόρια στο αέριο, η σχέση αυτή µπορεί να
εκφραστεί ως εξής:

pV = NkBT . (1.12)

Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή ως εξίσωση των ιδανικών αερίων, ενώ η στα-
θερά kB είναι η λεγόµενη σταθερά του Boltzmann.4 Μερικές παρατηρήσεις4Η αριθµητική τιµή της σταθεράς είναι kB =

1,3807× 10−23 J K−1. Θα τη συναντήσου-
µε ξανά στην εξ. 4.7.

σχετικά µε την εξίσωση των ιδανικών αερίων:

• ∆ιατυπώσαµε αυτό τον νόµο ως καθαρά εµπειρικό, βασισµένο σε παρα-
τηρήσεις του πειράµατος. Στο Κεφάλαιο 6 θα τον συναγάγουµε από
πρώτες αρχές χρησιµοποιώντας την κινητική θεωρία των αερίων. Η
θεωρία αυτή βασίζεται στην παραδοχή ότι ένα αέριο µπορεί να αναπα-
ρασταθεί σαν συλλογή από µεµονωµένα µικροσκοπικά σωµατίδια που
µπορούν να αναπηδούν πάνω στα τοιχώµατα του δοχείου, και το ένα
πάνω στο άλλο (βλ. Σχ. 1.2).

Σχ. 1.2 Στην κινητική θεωρία των αερίων,
ένα αέριο αναπαρίσταται σαν ένα πλήθος από
µεµονωµένα µικροσκοπικά σωµατίδια που
µπορούν να αναπηδούν πάνω στα τοιχώµατα
του δοχείου, και το ένα πάνω στο άλλο.

• Γιατί «ιδανικών»; Η αιτιολόγηση από µικροσκοπικής πλευράς, την οποία
θα παρουσιάσουµε στο Κεφάλαιο 6, βασίζεται σε διάφορες παραδοχές:
(i) υποθέτουµε ότι δεν υπάρχουν διαµοριακές δυνάµεις, δηλαδή ότι τα
µόρια δεν έλκονται µεταξύ τους· (ii) υποθέτουµε ότι τα µόρια είναι
σηµειακά και έχουν µηδενικό µέγεθος. Οι παραδοχές αυτές είναι εξιδα-
νικευτικές, και εποµένως δεν αναµένουµε ότι το µοντέλο του ιδανικού
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αερίου θα περιγράφει τα πραγµατικά αέρια κάτω από όλες τις περιστά-
σεις. Εντούτοις, έχει το πλεονέκτηµα της απλότητας: η εξ. 1.12 είναι
απλή και στη γραφή και στην αποµνηµόνευσή της. Και, ίσως πιο σηµαν-
τικό, περιγράφει όντως αρκετά καλά τα αέρια κάτω από ένα αρκετά ευρύ
φάσµα συνθηκών.

• Η εξίσωση των ιδανικών αερίων αποτελεί τη βάση µεγάλου µέρους της
µελέτης µας για την κλασική θερµοδυναµική. Τα αέρια αφθονούν στη
φύση: απαντούν στην αστροφυσική και στη φυσική της ατµόσφαιρας,
και χρησιµοποιούνται για την κίνηση µηχανών (η θερµοδυναµική επινο-
ήθηκε στο πλαίσιο της προσπάθειας να κατανοηθούν οι µηχανές). Συνε-
πώς, η εξίσωση αυτή είναι θεµελιώδης για την πραγµάτευση της θερµο-
δυναµικής, και θα πρέπει να την αποστηθίσετε.

• Ο νόµος των ιδανικών αερίων, όµως, δεν περιγράφει όλα τα σηµαντι-
κά αέρια· αρκετά κεφάλαια αυτού του βιβλίου αφορούν το τι συµβαίνει
όταν διάφορες παραδοχές δεν ισχύουν. Για παράδειγµα, η εξίσωση των
ιδανικών αερίων προϋποθέτει ότι τα µόρια του αερίου κινούνται µη σχε-
τικιστικά. Όταν αυτό δεν ισχύει, θα πρέπει να αναπτυχθεί ένα µοντέλο
σχετικιστικών αερίων (βλ. Κεφάλαιο 25). Σε χαµηλές θερµοκρασίες και
υψηλές πυκνότητες, τα µόρια των αερίων έλκονται µεταξύ τους (πράγ-
µα απαραίτητο προκειµένου να σχηµατιστούν υγρά και στερεά), και το
ζήτηµα αυτό εξετάζεται στα Κεφάλαια 26, 27, και 28. Επιπλέον, όταν τα
κβαντικά φαινόµενα είναι σηµαντικά, χρειαζόµαστε ένα µοντέλο κβαν-
τικών αερίων, το οποίο σκιαγραφείται στο Κεφάλαιο 30.

• Φυσικά, η θερµοδυναµική εφαρµόζεται και σε µη αέρια συστήµατα (και
συνεπώς η εξίσωση των ιδανικών αερίων, παρότι χρήσιµη, δεν είναι
πανάκεια)· στο Κεφάλαιο 17 θα εξετάσουµε τη θερµοδυναµική ράβδων,
φυσαλίδων και µαγνητών.

1.4 Προβλήµατα συνδυαστικής

Σε προβλήµατα που περιλαµβάνουν συνδυασµούς ανακύπτουν αριθµοί ακό-
µη µεγαλύτεροι από το NA, και τέτοια προβλήµατα τυχαίνει να είναι πολύ
σηµαντικά για τη θερµική φυσική. Στο παρακάτω παράδειγµα παρουσιάζεται
ένα απλό πρόβληµα συνδυαστικής το οποίο αποτυπώνει την ουσία των κατα-
στάσεων που πρόκειται να αντιµετωπίσουµε.

Παράδειγµα 1.3

Ας υποθέσουµε ότι ένα συγκεκριµένο σύστηµα περιέχει δέκα άτοµα. Καθένα
από αυτά µπορεί να βρίσκεται σε µία από δύο συνολικά καταστάσεις, ανάλογα
µε το αν έχει µηδέν µονάδες ενέργειας ή µία µονάδα. Αυτές οι «µονάδες» ενέρ-
γειας ονοµάζονται κβάντα ενέργειας. Πόσες διαφορετικές διατάξεις κβάντων
είναι δυνατές γι’ αυτό το σύστηµα εάν διαθέτουµε (α) δέκα κβάντα ενέργειας·
(β) τέσσερα κβάντα ενέργειας;
Λύση:
Μπορούµε να αναπαραστήσουµε τα δέκα άτοµα σχεδιάζοντας δέκα κουτιά·
ένα άδειο κουτί συµβολίζει ένα άτοµο µε µηδέν κβάντα ενέργειας· ένα γεµάτο
κουτί συµβολίζει ένα άτοµο µε ένα κβάντο ενέργειας (βλ. Σχ. 1.3). Θα παρου-
σιάσουµε δύο τρόπους για να υπολογίσουµε το πλήθος των τρόπων διάταξης
r κβάντων µεταξύ n ατόµων:

Σχ. 1.3∆έκα άτοµα που «φιλοξενούν» τέσσε-
ρα κβάντα ενέργειας. Αν ένα άτοµο έχει ένα
κβάντο ενέργειας απεικονίζεται σαν γεµάτος
κύκλος· διαφορετικά απεικονίζεται σαν κενός
κύκλος. Το συγκεκριµένο σχήµα αναπαριστά
µία δυνατή διάταξη.
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(1) Στην πρώτη µέθοδο, αντιλαµβανόµαστε πως το πρώτο κβάντο µπορεί να
δοθεί σε οποιοδήποτε από τα n άτοµα, το δεύτερο σε οποιοδήποτε από
τα υπόλοιπα άτοµα (που είναι n− 1 το πλήθος), . . . και τελικά το r-οστό
κβάντο µπορεί να δοθεί σε οποιοδήποτε από τα εναποµένοντα n− r+1
άτοµα. Άρα, η πρώτη µας εικασία για το πλήθος των δυνατών διατάξεων
των r κβάντων είναιΩεικασία = n× (n−1)× (n−2)× . . .× (n−r+1).
Η έκφραση αυτή µπορεί να απλοποιηθεί ως εξής:

Ωεικασία =
n× (n− 1)× (n− 2)× . . .× 1

(n− r)× (n− r − 1)× . . .× 1
=

n!

(n− r)!
. (1.13)

Αυτό όµως προϋποθέτει ότι έχουµε βάλει στα κβάντα επιγραφές «πρώτο
κβάντο», «δεύτερο κβάντο», κ.λπ. Στην πραγµατικότητα, δεν µας ενδια-
φέρει ποιο κβάντο είναι το καθένα, διότι είναι µη διακρίσιµα. Όλες οι r!
διατάξεις στις οποίες τα r κβάντα βρίσκονται σε κάποια συγκεκριµένα
r άτοµα είναι ίδιες µεταξύ τους. Συνεπώς, η απάντησή µας Ωεικασία θα
πρέπει να διαιρεθεί δια r!, και εποµένως το πλήθος Ω των µοναδικών
διατάξεων είναι

Ω =
n!

(n− r)! r!
≡ nCr, (1.14)

όπου η έκφραση nCr είναι το σύµβολο του αριθµού των συνδυασµών
n αντικειµένων ανά r.55Μερικές φορές χρησιµοποιούνται για την

ποσότητα nCr άλλα σύµβολα, όπως nrC και(
n
r

)
.

(2) Στη δεύτερη µέθοδο, παρατηρούµε ότι υπάρχουν r άτοµα που έχουν από
ένα κβάντο και n − r άτοµα που δεν έχουν κβάντα. Συνεπώς, το πλή-
θος των διατάξεων είναι απλώς το πλήθος των τρόπων διάταξης r άσων
και n − r µηδενικών. Υπάρχουν n! τρόποι διάταξης µιας ακολουθίας
από n διακρίσιµα σύµβολα. Εάν r από αυτά τα σύµβολα είναι ίδια (όλα
άσοι), τότε υπάρχουν r! τρόποι να διαταχθούν χωρίς να αλλάξει ο σχη-
µατισµός. Εάν τα εναποµένοντα n − r σύµβολα είναι όλα ίδια (όλα
µηδενικά), υπάρχουν (n− r)! τρόποι να διαταχθούν χωρίς να αλλάξει ο
σχηµατισµός. Συνεπώς, έχουµε και πάλι ότι

Ω =
n!

(n− r)! r!
. (1.15)

Για τις ειδικές περιπτώσεις που απεικονίζονται στο Σχ. 1.4:

(α)

(β)

Σχ. 1.4 Σε κάθε γραµµή απεικονίζονται τα δέ-
κα άτοµα που µπορούν να «φιλοξενήσουν»
r κβάντα ενέργειας. Αν ένα άτοµο έχει ένα
κβάντο ενέργειας απεικονίζεται σαν γεµάτος
κύκλος· διαφορετικά απεικονίζεται σαν κενός
κύκλος. (α) Για r = 10 υπάρχει µόνο µία
δυνατή διάταξη. (β) Για r = 4, υπάρχουν
210 δυνατότητες, από τις οποίες απεικονίζον-
ται τρεις.

(α) n = 10, r = 10, και εποµένως Ω = 10!/(10! × 0!) = 1. Αυτή η
µία και µοναδική δυνατότητα, όπου το κάθε άτοµο έχει ένα κβάντο ενέργειας,
απεικονίζεται στο Σχ. 1.4(α).
(β) n = 10, r = 4, και εποµένως Ω = 10!/(6!× 4!) = 210. Στο Σχ. 1.4(β)

απεικονίζονται µερικές από αυτές τις δυνατότητες.
Εάν είχαµε επιλέξει δεκαπλάσια άτοµα (δηλ. n = 100) και δεκαπλάσια

κβάντα, οι αριθµοί για την περίπτωση (β) θα ήταν πάρα πολύ µεγαλύτεροι.
Συγκεκριµένα, θα είχαµε r = 40, Ω ∼ 1028. Με έναν ακόµα δεκαπλασια-
σµό οι αριθµοί εκτοξεύονται ακόµα πιο ψηλά: για n = 1000 και r = 400,
προκύπτει ότι Ω ∼ 10290 – ένας τροµακτικά µεγάλος αριθµός.

Ο λόγος που οι αριθµοί στο παραπάνω παράδειγµα είναι τόσο µεγάλοι είναι
ότι τα παραγοντικά αυξάνονται πολύ γρήγορα. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα
µιλήσαµε για 10 άτοµα· είναι προφανές πως όταν προσπαθήσουµε να µελε-
τήσουµε ένα mole ατόµων, δηλ. όταν n = 6 × 1023, θα αντιµετωπίσουµε
προβλήµατα.
Ένας τρόπος να «προσγειώσουµε» µεγάλους αριθµούς είναι να εξετάσουµε

τους λογαρίθµους τους.6 Συνεπώς, για το Ω της εξ. 1.15, θα είχαµε

6Θα χρησιµοποιήσουµε το «ln» για να συµ-
βολίσουµε τον λογάριθµο σε βάση e, δηλ.
ln = loge. Αυτός είναι ο λεγόµενος φυσι-
κός λογάριθµος.
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ln Ω = ln(n!)− ln((n− r)!) − ln(r!). (1.16)

Η έκφραση αυτή περιλαµβάνει τον λογάριθµο ενός παραγοντικού, και όπως θα
δούµε είναι πολύ χρήσιµο να µπορούµε να υπολογίσουµε µια τέτοια ποσότητα.
Οι περισσότερες αριθµοµηχανές τσέπης αδυνατούν να υπολογίσουν παραγον-
τικά πάνω από το 69! (διότι 70! > 10100, και πολλές αριθµοµηχανές τσέπης
δίνουν σφάλµα υπερχείλισης για αριθµούς πάνω από το 9,999 × 1099), και
συνεπώς για να υπερβούµε αυτή τη δυσκολία πρέπει να χρησιµοποιήσουµε
κάποια «λαθροχειρία». Μια τέτοια λαθροχειρία είναι µια έκφραση που ονο-
µάζεται τύπος του Stirling:7 7Σ.τ.Ε.: Μια πιο ευνόητη µορφή του τύπου

του Stirling είναι lnn! ≈ n ln(n
e
), που είναι

το πλήθος των παραγόντων επί τον γεωµετρι-
κό µέσο όρο τους.

lnn! ≈ n lnn− n. (1.17)

Η έκφραση αυτή8 συνάγεται στο Παράρτηµα C.3. 8Όπως αποδεικνύεται στο Παράρτηµα C.3,
είναι κάπως πιο ακριβές να χρησιµοποιήσει
κανείς τον τύπο lnn! ≈ n lnn − n +
1
2
ln 2πn, ο οποίος όµως δίνει κάποιο αξιό-

λογο όφελος µόνο όταν το n δεν είναι πολύ
µεγάλο.Παράδειγµα 1.4

Εκτιµήστε την τάξη µεγέθους του 1023!.
Λύση:
Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Stirling, παίρνουµε την προσεγγιστική τιµή

ln 1023! ≈ 1023 ln 1023 − 1023 = 5,2× 1024, (1.18)

και συνεπώς

1023! = exp(ln 1023!) ≈ exp(5,20× 1024). (1.19)

Η απάντησή µας είναι στη µορφή ex, αλλά στην πραγµατικότητα θα θέλαµε να
είναι στη µορφή κάποιας δύναµης του δέκα. Εάν ex = 10y, τότε y = x/ ln 10,
και συνεπώς

1023! ≈ 102,26×1024 . (1.20)

Κάντε µια µικρή παύση για να αναλογιστείτε πόσο µεγάλος είναι αυτός ο αριθ-
µός. Είναι χοντρικά µια µονάδα ακολουθούµενη από περίπου 2, 26 × 1024

µηδενικά! Ο ισχυρισµός µας ότι οι συνδυαστικοί αριθµοί είναι µεγάλοι φαί-
νεται δικαιολογηµένος!

1.5 ∆οµή του βιβλίου

Ο στόχος µας σε αυτό το βιβλίο είναι να εισαγάγουµε τις έννοιες τις θερµικής
φυσικής µία-µία, οικοδοµώντας σταθερά τις τεχνικές και τις ιδέες που συγκρο-
τούν αυτό το γνωστικό αντικείµενο. ΤοΜέρος I περιλαµβάνει διάφορα προκα-
ταρκτικά θέµατα. Στο Κεφάλαιο 2 ορίζουµε τη θερµότητα και εισάγουµε την
έννοια της θερµοχωρητικότητας. Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται οι έννοιες
της πιθανότητας για διακριτές και για συνεχείς κατανοµές. (Ο αναγνώστης που
είναι εξοικειωµένος µε τη θεωρία πιθανοτήτων µπορεί να παραλείψει αυτό το
κεφάλαιο.) Κατόπιν, ορίζουµε τη θερµοκρασία στο Κεφάλαιο 4, πράγµα που
µας δίνει τη δυνατότητα να εισαγάγουµε την κατανοµή Boltzmann, που εί-
ναι η κατανοµή πιθανότητας για συστήµατα που βρίσκονται σε επαφή µε µια
θερµική δεξαµενή.
Η δοµή των υπόλοιπων µερών του βιβλίου σκιαγραφείται στο Σχ. 1.5. Τα

δύο µέρη που ακολουθούν περιλαµβάνουν µια παρουσίαση της κινητικής θεω-
ρίας των αερίων, στην οποία αιτιολογείται η εξίσωση του ιδανικού αερίου σε
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Σχ. 1.5 Η δοµή του βιβλίου. Η διακεκοµµένη γραµµή υποδεικνύει µια δυνατή διαδροµή κάλυψης της ύλης η οποία παρακάµπτει την κινητική
θεωρία των αερίων. Οι αριθµοί των βασικών κεφαλαίων αναγράφονται µε έντονα στοιχεία. Τα υπόλοιπα κεφάλαια µπορούν να παραλειφθούν σε
πρώτη ανάγνωση, ή σε ένα µάθηµα µε µικρότερη ύλη.
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µικροσκοπικό επίπεδο. Στο µέρος II παρουσιάζεται η κατανοµή Maxwell-
Boltzmann των ταχυτήτων των µορίων σε ένα αέριο, και συνάγονται τύποι
για την πίεση, τη µοριακή έκχυση, και τη µέση ελεύθερη διαδροµή. Το Μέρος
III πραγµατεύεται τα φαινόµενα µεταφοράς και τη θερµική διάχυση. Τα Μέ-
ρη II και III µπορούν να παραλειφθούν σε µαθήµατα όπου η κινητική θεωρία
διδάσκεται σε µεταγενέστερο στάδιο.
Στο Μέρος IV, ξεκινάει η εισαγωγή µας στην καθαυτό θερµοδυναµική. Στο

Κεφάλαιο 11 καλύπτεται η έννοια της ενέργειας, µαζί µε τον µηδενικό και τον
πρώτο νόµο της θερµοδυναµικής, οι οποίοι στο Κεφάλαιο 12 εφαρµόζονται σε
ισόθερµες και αδιαβατικές διεργασίες.
Το Μέρος V περιλαµβάνει τον κρίσιµο δεύτερο νόµο της θερµοδυναµικής.

Στο Κεφάλαιο 13 εισάγεται η ιδέα µιας θερµικής µηχανής, η οποία οδηγεί σε
διάφορες διατυπώσεις του δεύτερου νόµου της θερµοδυναµικής. Στη συνέ-
χεια, στο Κεφάλαιο 14 παρουσιάζεται η σηµαντική έννοια της εντροπίας, και
στο Κεφάλαιο 15 εξετάζεται η εφαρµογή της στη θεωρία πληροφορίας.
Στο Μέρος VI εισάγονται τα υπόλοιπα στοιχεία του «µηχανισµού» της θερ-

µοδυναµικής. Στο Κεφάλαιο 16 µελετώνται διάφορα θερµοδυναµικά δυνα-
µικά, όπως η ενθαλπία, η συνάρτηση Helmholtz και η συνάρτηση Gibbs, και
παρουσιάζεται η χρήση τους. Τα θερµικά συστήµατα δεν περιορίζονται στα
αέρια· έτσι, στο Κεφάλαιο 17 εξετάζονται και άλλα δυνατά συστήµατα, όπως
οι ελαστικές ράβδοι και τα µαγνητικά συστήµατα. Στο Κεφάλαιο 18 περιγρά-
φεται ο τρίτος νόµος της θερµοδυναµικής, και εµβαθύνεται η κατανόηση της
συµπεριφοράς της εντροπίας καθώς η θερµοκρασία µειώνεται στο απόλυτο
µηδέν.
Το Μέρος VII είναι επικεντρωµένο στη στατιστική µηχανική. Μετά από

µια µελέτη της, εξαιρετικά χρήσιµης για την κατανόηση του ορίου των υψη-
λών θερµοκρασιών, ισοκατανοµής της ενέργειας στο Κεφάλαιο 19, στο Κεφά-
λαιο 20 παρουσιάζεται κάπως αναλυτικά η συνάρτηση επιµερισµού, που είναι
θεµελιώδους σηµασίας για την κατανόηση της στατιστικής µηχανικής. Στο
Κεφάλαιο 21 εφαρµόζεται η ιδέα στο ιδανικό αέριο. ∆εδοµένου ότι όταν
εξετάζονται διαφορετικά είδη σωµατιδίων γίνεται σηµαντικό το πλήθος των
σωµατιδίων, στο Κεφάλαιο 22 παρουσιάζεται το χηµικό δυναµικό και η µεγά-
λη συνάρτηση επιµερισµού. Στα Κεφάλαιο 23 και 24, αντίστοιχα, εξετάζονται
δύο απλές εφαρµογές όπου το χηµικό δυναµικό είναι µηδέν: τα φωτόνια και
τα φωνόνια.
Μέχρι αυτό το σηµείο η µελέτη είναι επικεντρωµένη στο µοντέλο του ιδα-

νικού αερίου· στο Μέρος VIII προχωρούµε πέρα από αυτό το µοντέλο: στο
Κεφάλαιο 25 εξετάζουµε την επίδραση των σχετικιστικών ταχυτήτων και στα
Κεφάλαια 26 και 27 αναλύουµε την επίπτωση των αλληλεπιδράσεων µεταξύ
µορίων, ενώ στο Κεφάλαιο 28 εξετάζουµε τις µεταβάσεις φάσεων, συνάγον-
τας τη σηµαντική εξίσωση Clausius-Clapeyron για το σύνορο φάσης. Μια άλ-
λη κβαντοµηχανική συνέπεια είναι η ύπαρξη ταυτόσηµων σωµατιδίων και η
διαφορά µεταξύ φερµιονίων και µποζονίων, θέµατα τα οποία εξετάζονται στο
Κεφάλαιο 29· στο Κεφάλαιο 30 παρουσιάζονται οι συνέπειες για τις ιδιότητες
των κβαντικών αερίων.
Το τελευταίο µέρος του βιβλίου, το Μέρος IX, περιλαµβάνει λεπτοµερέ-

στερες πληροφορίες για διάφορα ειδικά θέµατα, που επιτρέπουν να καταδει-
χθεί η ισχύς της θερµικής φυσικής. Στα Κεφάλαια 31 και 32 περιγράφουµε
τα ηχητικά κύµατα και τα κρουστικά κύµατα σε ρευστά. Στο Κεφάλαιο 33
συγκεντρώνουµε µαζί µερικές από τις στατιστικές ιδέες του βιβλίου, και στο
Κεφάλαιο 34 εξετάζουµε την εκτός ισορροπίας θερµοδυναµική και το βέλος
του χρόνου. Στα Κεφάλαια 35 και 36 και στο Κεφάλαιο 37 περιγράφονται
εφαρµογές των εννοιών του βιβλίου στην αστροφυσική και στη φυσική της
ατµόσφαιρας, αντίστοιχα.
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Σύνοψη κεφαλαίου

• Σε αυτό το κεφάλαιο, εισαγάγαµε την έννοια των µεγάλων αριθµών, οι
οποίοι ανακύπτουν στη θερµική φυσική για δύο λόγους:

(1) Το πλήθος των ατόµων σε έναν τυπικό µακροσκοπικό σβώλο ύλης
είναι µεγάλο. Η µονάδα µέτρησής του είναι το mole. Ένα mole
ατόµων περιλαµβάνει NA άτοµα, όπουNA = 6,022× 1023.

(2) Στα προβλήµατα συνδυαστικής προκύπτουν πολύ µεγάλοι αριθ-
µοί. Για να µπορούµε να χειριστούµε τους αριθµούς αυτούς, συχνά
πραγµατευόµαστε τους λογαρίθµους τους και χρησιµοποιούµε την
προσέγγιση του Stirling: lnn! ≈ n lnn − n (Σ.τ.Ε.:ή lnn! ≈
n ln(ne )).

Ασκήσεις

(1.1) Πόση µάζα έχουν 3 mole διοξειδίου του άνθρακα (CO2);
(1 mole ατόµων οξυγόνου έχει µάζα 16 g.)

(1.2) Ένα τυπικό βακτήριο έχει µάζα 10−12 g. Υπολογίστε τη
µάζας ενός mole βακτηρίων. (Αξίζει να σηµειωθεί ότι
αυτό είναι περίπου το συνολικό πλήθος των εντερικών
βακτηρίων σε όλους τους ανθρώπους του πλανήτη µας.)
∆ώστε την απάντησή σας στη µονάδα «µάζα ελέφαντα»
(ένας ελέφαντας έχει µάζα ≈ 5000 kg).

(1.3) (α) Πόσα µόρια νερού υπάρχουν στο σώµα σας; (Υπο-
θέστε ότι το σώµα σας αποτελείται σχεδόν εξ ολοκλήρου
από νερό.)
(β) Πόσες σταγόνες νερού υπάρχουν σε όλους τους ωκε-
ανούς της Γης; (Η µάζα του νερού των ωκεανών της Γης
είναι περίπου 1021 kg. Εκτιµήστε το µέγεθος µιας τυπικής
σταγόνας νερού.)
(γ) Ποιος από τους δύο αριθµούς στα ερωτήµατα (α) και
(β) είναι ο µεγαλύτερος;

(1.4) Ένα σύστηµα περιλαµβάνει n άτοµα, καθένα από τα οποία
µπορεί να έχει κανένα ή ένα κβάντο ενέργειας. Με πόσους
τρόπους µπορούν να διαταχθούν r κβάντα ενέργειας όταν
(α) n = 2, r = 1· (β) n = 20, r = 10· (γ) n = 2× 1023,
r = 1023;

(1.5) Τι ποσοστιαίο σφάλµα κάνουµε όταν χρησιµοποιούµε την
προσέγγιση του Stirling (στη µορφή lnn! ≈ n lnn − n)
για να υπολογίσουµε τις παρακάτω ποσότητες:

(α) ln 10!,

(β) ln 100!,

(γ) ln 1000! ;

(1.6) ∆είξτε ότι η εξ. C.19 ισοδυναµεί µε τις

n! ≈ nne−n
√
2πn, (1.21)

και
n! ≈

√
2πnn+ 1

2 e−n. (1.22)
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Σε αυτό το κεφάλαιο, θα εισαγάγουµε τις έννοιες της θερµότητας και της θερ-
µοχωρητικότητας.

2.1 Ένας ορισµός της θερµότητας

Όλοι µας έχουµε µια διαισθητική αντίληψη του τι είναι η θερµότητα: όταν
καθόµαστε δίπλα στο αναµµένο τζάκι το χειµώνα, αισθανόµαστε τη θερµό-
τητά του να µας ζεσταίνει, αυξάνοντας τη θερµοκρασία µας· όταν καθόµαστε
στον Ήλιο µια ζεστή µέρα, αισθανόµαστε τη θερµότητα του Ήλιου να µας
ζεσταίνει. Αντίθετα, όταν κρατάµε µια χιονόµπαλα, αισθανόµαστε τη θερµό-
τητα να φεύγει από το χέρι µας και να µεταφέρεται στη χιονόµπαλα, µε απο-
τέλεσµα να αισθανόµαστε στο χέρι µας κρύο. Η θερµότητα φαίνεται να είναι
κάποιου είδους ενέργεια που µεταφέρεται από τα θερµά σώµατα στα ψυχρά
όταν έρχονται σε επαφή. Έτσι, διατυπώνουµε τον εξής ορισµό:1 1Σ.τ.Ε.: Ένας αναλυτικότερος ορισµός είναι

ο εξής: θερµότητα είναι η καθ’ οδόν ενέρ-
γεια µεταξύ µικροσκοπικών βαθµών ελευθε-
ρίας (π.χ. από µόρια του περιβάλλοντος στα
άτοµα του συστήµατος).

η θερµότητα είναι θερµική ενέργεια καθ’ οδόν

Θα πρέπει να τονίσουµε µερικά σηµαντικά σηµεία σχετικά µε αυτό τον ορι-
σµό.

(1) Όπως προκύπτει πειραµατικά, η θερµότητα µεταφέρεται αυθόρµητα από
ένα θερµότερο προς ένα ψυχρότερο σώµα όταν βρίσκονται σε επαφή,
και όχι στην αντίθετη κατεύθυνση. Υπάρχουν όµως καταστάσεις όπου
είναι δυνατόν η θερµότητα να κινηθεί στην αντίθετη κατεύθυνση. Ένα
καλό σχετικό παράδειγµα είναι ένας καταψύκτης κουζίνας: βάζουµε κά-
ποια τρόφιµα, που αρχικά βρίσκονται σε θερµοκρασία δωµατίου, µέσα
στον καταψύκτη και κλείνουµε την πόρτα του· στη συνέχεια ο κατα-
ψύκτης απορροφά θερµότητα από τα τρόφιµα και τα ψύχει µέχρι κάτω
από το σηµείο στερεοποίησης. Έχουµε µεταφορά θερµότητας από τον
ψυχρότερο καταψύκτη προς τη θερµότερη κουζίνα, φαινοµενικά κατά
τη «λάθος» κατεύθυνση. Βέβαια, για να το πετύχουµε αυτό, θα πρέπει
να πληρώνουµε τον λογαριασµό του ρεύµατος, και εποµένως να εισά-
γουµε ενέργεια στον καταψύκτη. Εάν συµβεί µια διακοπή ρεύµατος, θα
έχουµε διαρροή θερµότητας µε αργό ρυθµό πίσω στον καταψύκτη από
τη θερµότερη κουζίνα, µε αποτέλεσµα όλα τα παγωµένα µας τρόφιµα
να ξεπαγώσουν. Βλέπουµε λοιπόν ότι είναι δυνατόν να αντιστρέψουµε
την κατεύθυνση της ροής θερµότητας, αλλά µόνο αν παρέµβουµε εισά-
γοντας επιπλέον ενέργεια. Θα επανέλθουµε σε αυτό το ζήτηµα στην
Ενότητα 13.5, όταν θα εξετάσουµε τα ψυγεία, αλλά προς το παρόν ας
σηµειωθεί ότι ορίζουµε τη θερµότητα ως θερµική ενέργεια καθ’ οδόν,
χωρίς να ενσωµατώνουµε στον ορισµό οτιδήποτε σχετικά µε την κατεύ-
θυνση στην οποία οδεύει η θερµότητα.

(2) Το στοιχείο «καθ’ οδόν» στον ορισµό µας είναι πολύ σηµαντικό. Αν
και µπορούµε να προσθέσουµε θερµότητα σε ένα αντικείµενο, δεν µπο-
ρούµε να πούµε ότι «ένα αντικείµενο περιέχει µια ορισµένη ποσότητα
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θερµότητας». Η κατάσταση αυτή διαφέρει πολύ από την περίπτωση του
καυσίµου του αυτοκινήτου µας: µπορούµε να προσθέσουµε καύσιµο
στο αυτοκίνητό µας, και έχουµε κάθε δικαίωµα να πούµε ότι το αυτοκί-
νητό µας «περιέχει µια ορισµένη ποσότητα καυσίµου». Μάλιστα, στο
αυτοκίνητο υπάρχει κι ένας δείκτης που µας δείχνει πόση είναι αυτή η
ποσότητα! Η θερµότητα όµως είναι κάτι διαφορετικό. Τα αντικείµενα
δεν έχουν, και ούτε µπορούν να έχουν, κάποιο δείκτη που δείχνει πό-
ση θερµότητα περιέχουν, διότι η θερµότητα έχει νόηµα µόνο όταν είναι
«καθ’ οδόν».2

2Όπως θα δούµε παρακάτω, τα αντικείµενα
µπορούν να περιέχουν µια ορισµένη ποσό-
τητα ενέργειας, και εποµένως είναι δυνατόν,
τουλάχιστον θεωρητικά, να έχουµε έναν δεί-
κτη που να µας δείχνει πόση ενέργεια περιέ-
χουν.

Για να το αντιληφθείτε, σκεφτείτε τα παγωµένα χέρια σας σε µια κρύα
µέρα του χειµώνα. Μπορείτε να αυξήσετε τη θερµοκρασία των χεριών
σας µε δύο διαφορετικούς τρόπους: (i) προσθέτοντας θερµότητα, για
παράδειγµα βάζοντας τα χέρια σας κοντά σε κάτι ζεστό, όπως ένα αναµ-
µένο τζάκι· (ii) τρίβοντας τα χέρια σας µεταξύ τους. Στην πρώτη περί-
πτωση έχετε προσθέσει θερµότητα απ’ έξω, ενώ στη δεύτερη δεν έχετε
προσθέσει θερµότητα, αλλά έχετε εκτελέσει έργο.3 Και στις δύο περι-

3Το έργο είναι επίσης ένα είδος ενέργειας
καθ’ οδόν, αφού πάντοτε εκτελούµε έργο σε
κάτι. Για παράδειγµα, µπορούµε να εκτελέ-
σουµε έργο σε µια µάζα ανυψώνοντάς την
κατά κάποιο ύψος h. Μπορούµε να ορίσουµε
το έργο ως «µηχανική ενέργεια καθ’ οδόν».
Θα διερευνήσουµε πώς µπορούν να εναλλα-
γούν µεταξύ τους το έργο και η θερµότητα
στο Κεφάλαιο 13.

πτώσεις, καταλήγετε στην ίδια τελική κατάσταση: χέρια των οποίων η
θερµοκρασία έχει αυξηθεί. ∆εν υπάρχει καµία φυσική διαφορά ανάµεσα
σε χέρια που έχουν ζεσταθεί µέσω θερµότητας και σε χέρια που έχουν
θερµανθεί µέσω έργου.44Αν και επεξηγήσαµε το σηµείο αυτό µε ένα

ευλογοφανές παράδειγµα, στο Κεφάλαιο 11
θα δείξουµε µε µαθηµατικά επιχειρήµατα ότι
η θερµότητα έχει νόηµα µόνο ως ενέργεια
«καθ’ οδόν».

Η θερµότητα µετριέται σε joule (J). Ο ρυθµός θέρµανσης έχει µονάδα το watt
(W), όπου 1W= 1 J s−1 (δηλ., 1 watt= 1 joule ανά δευτερόλεπτο).

Παράδειγµα 2.1

Ανάβουµε µια ηλεκτρική θερµάστρα 1 kW για δέκα λεπτά. Πόση θερµότητα
παράγει;
Λύση:
∆έκα λεπτά ισούνται µε 600 s, εποµένως η θερµότητα Q είναι

Q = 1 kW× 600 s = 600 kJ. (2.1)

Να σηµειωθεί σε αυτό το τελευταίο παράδειγµα ότι η ισχύς στη θερµάστρα
παρέχεται µέσω ηλεκτρικού έργου. Συνεπώς, είναι δυνατόν να παραγάγουµε
θερµότητα εκτελώντας έργο. Θα επανέλθουµε στο ζήτηµα του αν µπορεί να
παραχθεί έργο από θερµότητα στο Κεφάλαιο 13.

2.2 Θερµοχωρητικότητα

Στην προηγούµενη ενότητα, εξηγήσαµε ότι δεν είναι δυνατόν ένα αντικείµε-
νο να περιέχει µια ορισµένη ποσότητα θερµότητας, διότι η θερµότητα ορί-
ζεται ως «θερµική ενέργεια καθ’ οδόν». Έτσι, στρεφόµαστε στο ζήτηµα της
«θερµοχωρητικότητας» µε µια σχετική βαρυθυµία, αφού όπως έχουµε δεί-
ξει τα αντικείµενα δεν έχουν καµία χωρητικότητα για θερµότητα! (Πρόκει-
ται για µία από εκείνες τις περιπτώσεις στη φυσική όπου δεκαετίες χρήσεις
µιας ονοµασίας την έχουν καθιερώσει απόλυτα, παρότι στην πραγµατικότητα
η ονοµασία είναι παραπλανητική.) Αυτό που πρόκειται να προσδιορίσουµε
σε αυτή την ενότητα θα ήταν ίσως καλύτερα να ονοµάζεται «χωρητικότητα
ενέργειας», αλλά αν χρησιµοποιούσαµε µια τέτοια ονοµασία θα ερχόµασταν
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σε αντίθεση µε τη συνήθη χρήση σε όλο το φάσµα της φυσικής. Με δεδοµένα
όλα αυτά, µπορούµε να προχωρήσουµε αρκετά θεµιτά θέτοντας το εξής απλό
ερώτηµα:

Πόση θερµότητα χρειάζεται να παρασχεθεί σε ένα αντικείµενο για να
αυξηθεί η θερµοκρασία του κατά µια µικρή ποσότητα dT ;

Η απάντηση σε αυτό το ερώτηµα είναι η θερµότητα dQ = C dT , όπου
ορίζουµε τη θερµοχωρητικότητα C ενός αντικειµένου µέσω της σχέσης5 5Σ.τ.Ε.: Ακριβέστερα, στον παρόντα ορισµό

της θερµοχωρητικότητας πρέπει να χρησι-
µοποιείται το µη τέλειο διαφορικό d̄Q, βλ.
σελ. 109.C =

dQ

dT
. (2.2)

Εφόσον θυµόµαστε ότι η θερµοχωρητικότητα εκφράζει απλώς το πόση θερµό-
τητα χρειάζεται για να θερµανθεί ένα αντικείµενο (και δεν έχει καµία σχέση µε
τη χωρητικότητα ενός αντικειµένου για θερµότητα) δεν υπάρχει κανένας κίν-
δυνος. Όπως προκύπτει από την εξ. 2.2, η θερµοχωρητικότητα C έχει µονάδες
JK−1.
Όπως φαίνεται στο παρακάτω παράδειγµα, αν και τα διάφορα αντικείµενα

έχουν κάποια θερµοχωρητικότητα, µπορεί κανείς να εκφράσει επίσης τη θερ-
µοχωρητικότητα µιας συγκεκριµένης ουσίας ανά µονάδα µάζας, ή ανά µονάδα
όγκου.6

6Θα χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο C για
τη θερµοχωρητικότητα είτε ενός αντικειµέ-
νου, είτε ανά µονάδα όγκου, είτε ανά mole.
Θα αναφέρουµε πάντοτε ρητά ποιο µέγεθος
χρησιµοποιούµε. Η θερµοχωρητικότητα ανά
µονάδα µάζας συµβολίζεται µε το πεζό γράµ-
µα c. Τους κάτω δείκτες στη θερµοχωρητικό-
τητα θα τους χρησιµοποιούµε συνήθως για να
δηλώσουµε τον περιορισµό που εφαρµόζεται
(βλ. εξ. 2.6 και 2.7).

Παράδειγµα 2.2

Η θερµοχωρητικότητα 0,125 kg νερού µετριέται ίση µε 523 JK−1 σε θερµο-
κρασία δωµατίου. Υπολογίστε βάσει αυτής της τιµής τη θερµοχωρητικότητα
του νερού (α) ανά µονάδα µάζας και (β) ανά µονάδα όγκου.
Λύση:
(α) Για τη θερµοχωρητικότητα ανά µονάδα µάζας c διαιρούµε τη θερµοχω-

ρητικότητα δια τη µάζα, και εποµένως

c =
523 JK−1

0,125 kg
= 4,184× 103 J K−1 kg−1 . (2.3)

(β) Για να πάρουµε τη θερµοχωρητικότητα ανά µονάδα όγκου C πολλα-
πλασιάζουµε την παραπάνω απάντηση µε την πυκνότητα του νερού, που είναι
1000 kgm−3, οπότε έχουµε

C = 4,184×103 JK−1 kg−1×1000 kgm−3 = 4,184×106 JK−1m−3. (2.4)

Η θερµοχωρητικότητα ανά µονάδα µάζας c απαντά αρκετά συχνά, και έτσι
της έχει δοθεί µια ιδιαίτερη ονοµασία: ειδική θερµοχωρητικότητα.

Παράδειγµα 2.3

Υπολογίστε την ειδική θερµοχωρητικότητα του νερού.
Λύση:
Πρόκειται για την ποσότητα της απάντησης (α) του προηγούµενου παραδείγ-
µατος: η ειδική θερµοχωρητικότητα του νερού είναι 4,184× 103 JK−1 kg−1 .
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Επίσης χρήσιµη είναι η γραµµοµοριακή θερµοχωρητικότητα, που είναι η
θερµοχωρητικότητα ενός mole (γραµµοµορίου) της ουσίας.

Παράδειγµα 2.4

Υπολογίστε τη γραµµοµοριακή θερµοχωρητικότητα του νερού. (Η γραµµο-
µοριακή µάζα του νερού είναι 18 g.)
Λύση:
Για να πάρουµε τη γραµµοµοριακή θερµοχωρητικότητα πολλαπλασιάζουµε
την ειδική θερµοχωρητικότητα µε τη γραµµοµοριακή µάζα, και εποµένως

C = 4,184× 103 JK−1 kg−1 × 0,018 kg = 75,3 JK−1mol−1. (2.5)

Όσον αφορά τη θερµοχωρητικότητα ενός αερίου, υπάρχει µια ακόµα περι-
πλοκή.7 Το ερώτηµα που θέλουµε να απαντήσουµε είναι: πόση θερµότητα7Ηπεριπλοκή υπάρχει επίσης στα υγρά και τα

στερεά, αλλά η επίπτωσή της δεν είναι τόσο
µεγάλη.

πρέπει να προσθέσουµε για να αυξήσουµε τη θερµοκρασία του αερίου µας
κατά ένα kelvin; Μπορούµε όµως να φανταστούµε πως κάνουµε το πείραµα
µε δύο τρόπους (βλ. επίσης Σχ. 2.1):

(α)
αέριο

αέριο

θερμότητα

θερμότητα

(β)

Σχ. 2.1 ∆ύο µέθοδοι θέρµανσης ενός αερίου:
(α) σταθερός όγκος, (β) σταθερή πίεση.

(1) Τοποθετούµε το αέριό µας σε ένα σφραγισµένο δοχείο, και προσθέτουµε
θερµότητα (Σχ. 2.1(α)). Καθώς αυξάνεται η θερµοκρασία, το αέριο δεν
θα µπορεί να διασταλεί διότι ο όγκος του είναι καθορισµένος, και επο-
µένως η πίεσή του θα αυξηθεί. Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται θέρµανση
υπό σταθερό όγκο.

(2) Τοποθετούµε το αέριο σε έναν θάλαµο που συνδέεται µε ένα έµβολο, και
το θερµαίνουµε (Σχ. 2.1(β)). Το έµβολο έχει επαλειφθεί καλά µε λιπαν-
τικό, και έτσι µπορεί να ολισθαίνει προς τα µέσα και προς τα έξω ώστε
να διατηρεί την πίεση µέσα στον θάλαµο ακριβώς ίση µε αυτή του εργα-
στηρίου. Καθώς αυξάνεται η θερµοκρασία, το έµβολο ωθείται προς τα
έξω (εκτελώντας έργο στην ατµόσφαιρα) και το αέριο µπορεί να διαστα-
λεί, διατηρώντας την πίεσή του σταθερή. Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται
θέρµανση υπό σταθερή πίεση.

Και στις δύο περιπτώσεις, εφαρµόζουµε στο σύστηµα ένανπεριορισµό: περιο-
ρίζουµε είτε τον όγκο είτε την πίεση του αερίου σε µια καθορισµένη τιµή.
Χρειάζεται εποµένως να τροποποιήσουµε τον ορισµό 2.2 που δώσαµε για τη
θερµοχωρητικότητα, οπότε ορίζουµε δύο νέες ποσότητες: την CV , που είναι
η θερµοχωρητικότητα υπό σταθερό όγκο και την Cp, που είναι η θερµοχωρη-
τικότητα υπό σταθερή πίεση. Μπορούµε να γράψουµε τις ποσότητες αυτές
µέσω µερικών παραγώγων ως εξής:

CV =

(
∂Q

∂T

)
V

, (2.6)

Cp =

(
∂Q

∂T

)
p

. (2.7)

Η Cp αναµένεται να είναι µεγαλύτερη από τη CV , για τον απλό λόγο ότι
όταν θερµαίνουµε υπό σταθερή πίεση χρειάζεται να προστεθεί περισσότερη
θερµότητα απ’ ό,τι όταν θερµαίνουµε υπό σταθερό όγκο. Ο λόγος είναι ότι
στην πρώτη περίπτωση θα δαπανηθεί επιπλέον ενέργεια για να εκτελεστεί έργο
στην ατµόσφαιρα καθώς το αέριο διαστέλλεται. Πράγµατι, αποδεικνύεται ότι
η Cp είναι µεγαλύτερη από τη CV στην πράξη.8

8Στην Ενότητα 11.3 θα υπολογίσουµε τα σχε-
τικά µεγέθη των CV και Cp.
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Παράδειγµα 2.5

Όπως έχει προκύψει από µετρήσεις, η ειδική θερµοχωρητικότητα του αέριου
ηλίου είναι ίση µε 3,12 kJK−1 kg−1 υπό σταθερό όγκο και 5,19 kJK−1 kg−1

υπό σταθερή πίεση. Υπολογίστε τις γραµµοµοριακές θερµοχωρητικότητες. (Η
γραµµοµοριακή µάζα του ηλίου είναι 4 g.)
Λύση:
Για να πάρουµε τη γραµµοµοριακή θερµοχωρητικότητα πολλαπλασιάζουµε
την ειδική θερµοχωρητικότητα µε τη γραµµοµοριακή µάζα, και συνεπώς

CV = 12,48 JK−1mol−1, (2.8)

Cp = 20,76 JK−1mol−1. (2.9)

(Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι ποσότητες αυτές είναι σε πολύ καλή προσέγγιση
3
2R και

5
2R, αντίστοιχα, όπου R είναι η σταθερά των αερίων.

9 Θα δούµε γιατί 9Η ποσότητα R = 8,31447 J K−1mol−1,
η λεγόµενη σταθερά των αερίων, ισούται µε
το γινόµενο του αριθµού Avogadro NA και
της σταθεράς του Boltzmann kB (βλ. Ενότη-
τα 6.2).

συµβαίνει αυτό στην Ενότητα 11.3.)

Σύνοψη κεφαλαίου

• Στο κεφάλαιο αυτό, εισαγάγαµε τις έννοιες της θερµότητας και της θερ-
µοχωρητικότητας.

• Η θερµότητα είναι «θερµική ενέργεια καθ’ οδόν».
• Η θερµοχωρητικότητα C ενός αντικειµένου δίνεται από τη σχέση C =
dQ/dT . Η θερµοχωρητικότητα µιας ουσίας µπορεί επίσης να εκφραστεί
ανά µονάδα όγκου ή ανά µονάδα µάζας (στην τελευταία περίπτωση ονο-
µάζεται ειδική θερµοχωρητικότητα).

Ασκήσεις

(2.1) Χρησιµοποιώντας δεδοµένα που αναφέρθηκαν σε αυτό το
κεφάλαιο, εκτιµήστε την ενέργεια που απαιτείται (α) για
να βράσουµε ένα φλυτζάνι νερό της βρύσης, και (β) για να
θερµάνουµε αρκετό νερό για να κάνουµε µπάνιο.

(2.2) Στους ωκεανούς της Γης υπάρχουν περίπου 1021 kg νερό.
Εκτιµήστε τη συνολική θερµοχωρητικότητα των ωκεα-
νών.

(2.3) Η παγκόσµια κατανάλωση ισχύος στις µέρες µας είναι
περίπου 13TW, µε αυξητική τάση! (1TW= 1012W.) Με
την καύση ενός τόνου αργού πετρελαίου (που αντιστοι-
χεί περίπου σε επτά βαρέλια) παράγεται ενέργεια περίπου
42GJ (1GJ= 109 J). Εάν οι συνολικές παγκόσµιες ανάγ-
κες ισχύος καλύπτονταν από την καύση πετρελαίου (στις
µέρες µας αυτό ισχύει για ένα σηµαντικό ποσοστό τους),
πόσο πετρέλαιο θα καίγαµε ανά δευτερόλεπτο;

(2.4) Ο χρυσός έχει γραµµοµοριακή θερµοχωρητικότητα
25,4 Jmol−1 K−1, και πυκνότητα 19,3 × 103 kgm−3.
Υπολογίστε την ειδική θερµοχωρητικότητα του χρυσού
και τη θερµοχωρητικότητα ανά µονάδα όγκου. Ποια εί-
ναι η θερµοχωρητικότητα 4 × 106 kg χρυσού; (Αυτή η
ποσότητα αντιστοιχεί περίπου στα αποθέµατα του Fort
Knox.)

(2.5) ∆ύο σώµατα, µε θερµοχωρητικότητες C1 καιC2 (οι οποί-
ες υποθέτουµε ότι είναι ανεξάρτητες της θερµοκρασίας)
και αρχικές θερµοκρασίες T1 και T2 αντίστοιχα, τίθεν-
ται σε θερµική επαφή. ∆είξτε ότι η τελική θερµοκρα-
σία τους Tτ είναι Tτ = (C1T1 + C2T2)/(C1 + C2).
Εάν η C1 είναι πολύ µεγαλύτερη από τη C2, δείξτε ότι
Tτ ≈ T1 +C2(T2 − T1)/C1.
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Η ζωή είναι γεµάτη αβεβαιότητες, και θα πρέπει να τη ζει κανείς σύµφωνα µε
τις πιο έγκυρες εικασίες που µπορεί να κάνει µε βάση τις πληροφορίες που έχει
στη διάθεσή του. Ο λόγος είναι πως η αλυσίδα των συµβάντων που οδηγούν
σε διάφορες εκβάσεις µπορεί να είναι τόσο σύνθετη που οι ακριβείς εκβάσεις
είναι µη προβλέψιµες. Ωστόσο, ακόµα και σε έναν αβέβαιο κόσµο υπάρχουν
κάποια πράγµατα που µπορούν να ειπωθούν για διάφορες εκβάσεις: για παρά-
δειγµα, είναι πιο χρήσιµο να γνωρίζει κανείς πως υπάρχει πιθανότητα 20% να
βρέξει αύριο από το ότι η µετεωρολογική υπηρεσία δεν έχει ιδέα για το τι θα
συµβεί· ή ακόµα χειρότερα ότι ισχυρίζεται πως αποκλείεται να βρέξει, ενώ εί-
ναι πιθανό αυτό να συµβεί! Εποµένως, οι πιθανότητες είναι ένα εκπληκτικά
χρήσιµο και ισχυρό γνωστικό αντικείµενο, διότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί για
να ποσοτικοποιηθεί η αβεβαιότητα.
Τα θεµέλια της θεωρίας πιθανοτήτων τέθηκαν από τους Γάλλους µαθηµα-

τικούς Pierre de Fermat (1601-1665) και Blaise Pascal (1623-1662), µέσω της
αλληλογραφίας τους το 1654, η οποία προέκυψε µε αφορµή κάποιο πρόβληµα
που τους έθεσε ένας ευγενής τζογαδόρος. Οι έννοιες της θεωρίας αποδείχθη-
καν διανοητικά γόνιµες, και έτσι το 1657 γράφτηκε το πρώτο εγχειρίδιο πιθα-
νοτήτων από τον Ολλανδό φυσικό Christian Huygens (1629-1695), ο οποίος
εφάρµοσε τη θεωρία για να προσδιορίσει το προσδόκιµο ζωής. Οι πιθανότητες
θεωρήθηκαν χρήσιµες µόνο για να προσδιορίζει κανείς δυνατές εκβάσεις σε
καταστάσεις όπου δεν υπήρχε πλήρης γνώση. Η πεποίθηση που επικρατούσε
ήταν ότι αν µπορούσαµε να ξέρουµε τις κινήσεις όλων των σωµατιδίων στο
µικροσκοπικό επίπεδο, θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε επακριβώς όλες
τις εκβάσεις. Στον εικοστό αιώνα, µέσω της ανακάλυψης της κβαντικής θεω-
ρίας έγινε κατανοητό ότι, στο µικροσκοπικό επίπεδο, οι εκβάσεις είναι καθαρά
πιθανοκρατικές.
Η θεωρία πιθανοτήτων είχε τεράστιο αντίκτυπο στη θερµική φυσική. Ο λό-

γος είναι ότι συχνά ενδιαφερόµαστε για συστήµατα που περιλαµβάνουν τερά-
στιο αριθµό σωµατιδίων, και εποµένως σε όλες σχεδόν τις εφαρµογές προκύ-
πτει ότι οι προβλέψεις µε βάση τις πιθανότητες έχουν επαρκή ακρίβεια. Σε ένα
πρόβληµα θερµικής φυσικής, ενδιαφέρεται κανείς συχνά για τις τιµές ποσο-
τήτων που είναι αθροίσµατα πολλών µικρών συνεισφορών από µεµονωµένα
άτοµα. Αν και το κάθε άτοµο συµπεριφέρεται διαφορετικά, αυτό που αποµέ-
νει είναι η μέση συµπεριφορά, και εποµένως είναι απαραίτητο να µπορούµε
να υπολογίζουµε µέσες τιµές από διάφορες κατανοµές πιθανοτήτων.
Σε αυτό το κεφάλαιο, θα ορίσουµε ορισµένες βασικές έννοιες της θεωρί-

ας πιθανοτήτων. Ας ξεκινήσουµε λέγοντας ότι η πιθανότητα να συµβεί ένα
συγκεκριµένο ενδεχόµενο, το οποίο προέρχεται από ένα πεπερασµένο σύνολο
πιθανών ενδεχοµένων, είναι µηδέν αν το ενδεχόµενο αυτό είναι αδύνατο, εί-
ναι ένα εάν είναι βέβαιο, και παίρνει µια τιµή κάπου ανάµεσα στο µηδέν και
στο ένα εάν το ενδεχόµενο είναι πιθανό αλλά όχι βέβαιο. Σε πρώτη φάση θα
εξετάσουµε δύο διαφορετικά είδη κατανοµών πιθανοτήτων: τις διακριτές και
τις συνεχείς κατανοµές.
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3.1 ∆ιακριτές κατανοµές πιθανοτήτων

Οι διακριτές τυχαίες µεταβλητές µπορούν να πάρουν µόνο ένα πεπερασµένο
πλήθος τιµών. Ενδεικτικές περιπτώσεις είναι ο αριθµός που παίρνουµε όταν
ρίχνουµε ένα ζάρι (1, 2, 3, 4, 5, ή 6), ο αριθµός των παιδιών σε µια οικογένεια
(0, 1, 2, . . .), και ο αριθµός των ανθρώπων που σκοτώνονται κάθε χρόνο στη
Μεγάλη Βρετανία σε αλλόκοτα ατυχήµατα κηπουρικής (0, 1, 2, . . .). Έστω
x µια διακριτή τυχαία µεταβλητή που παίρνει τιµές xi µε αντίστοιχες πιθα-
νότητες Pi. Το άθροισµα των πιθανοτήτων όλων των δυνατών εκβάσεων θα
πρέπει να ισούται µε ένα. Η συνθήκη αυτή µπορεί να γραφτεί ως εξής:

∑
i

Pi = 1. (3.1)

Ορίζουµε ως µέση τιµή (ή µέσο όρο ή αναµενόµενη τιµή) του x την ποσό- Υπάρχουν και άλλοι τρόποι συµβολισµού της
µέσης τιµής του x, όπως x̄ και E(x). Θεω-
ρούµε προτιµότερο τον συµβολισµό µε τις
γωνιώδεις αγκύλες, διότι µε αυτόν είναι ευκο-
λότερο να διακρίνονται ποσότητες όπως οι
〈x2〉 και 〈x〉2, ειδικά όταν γράφει κανείς γρή-
γορα.

τητα

〈x〉 =
∑
i

xiPi. (3.2)

Το νόηµα αυτής της ποσότητας είναι ότι σταθµίζουµε την κάθε τιµή που παίρ-
νει η τυχαία µεταβλητή x µε την πιθανότητά της.

Παράδειγµα 3.1

Να σηµειωθεί ότι η µέση τιµή, 〈x〉, µπορεί να είναι µια τιµή που η x είναι
πρακτικά αδύνατο να πάρει. Ένα συνηθισµένο παράδειγµα είναι το πλήθος
των παιδιών στις οικογένειες, που συχνά αναφέρεται ως 2,4. Οποιοδήποτε
µεµονωµένο ζευγάρι µπορεί να έχει µόνο ακέραιο αριθµό παιδιών. Συνεπώς,
στο παράδειγµα αυτό η αναµενόµενη τιµή του x είναι µη πραγµατοποιήσιµη!

Μπορούµε επίσης να ορίσουµε το µέσο τετράγωνο του x ως εξής:

〈x2〉 =
∑
i

x2iPi. (3.3)

Μάλιστα, µπορούµε (κατά ανάλογο τρόπο) να πάρουµε τη µέση τιµή οποιασ-
δήποτε συνάρτησης του x, ως εξής:

〈f(x)〉 =
∑
i

f(xi)Pi. (3.4)

Ας υπολογίσουµε τώρα στην πράξη τη µέση τιµή του x για µια συγκεκρι-
µένη διακριτή κατανοµή.

Παράδειγµα 3.2

Έστω ότι το x παίρνει τις τιµές 0, 1, και 2 µε πιθανότητες 1
2 ,

1
4 , και

1
4 , αντί-

Σχ. 3.1 Μια ενδεικτική διακριτή κατανοµή
πιθανοτήτων.

στοιχα. Η κατανοµή αυτή απεικονίζεται στο Σχ. 3.1. Να υπολογιστεί το 〈x〉
και το 〈x2〉.
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Λύση:
Αρχικά ελέγχουµε αν

∑
Pi = 1. Αφού 1

2 + 1
4 + 1

4 = 1, είµαστε εντάξει. Στη
συνέχεια, µπορούµε να υπολογίσουµε τις µέσες τιµές ως εξής:

〈x〉 =
∑
i

xiPi

= 0 · 1
2
+ 1 · 1

4
+ 2 · 1

4

=
3

4
. (3.5)

Και πάλι, βλέπουµε ότι η µέση τιµή 〈x〉 δεν είναι κάποια από τις δυνατές τιµές
του x. Τέλος, µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή του 〈x2〉 ως εξής:

〈x2〉 =
∑
i

x2iPi

= 0 · 1
2
+ 1 · 1

4
+ 4 · 1

4

=
5

4
. (3.6)

3.2 Συνεχείς κατανοµές πιθανοτήτων

Έστω τώρα ότι η x είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή1η οποία έχει πιθανό-1Σε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή, υπάρχει
άπειρο πλήθος πιθανών τιµών που µπορεί να
πάρει αυτή, και εποµένως η πιθανότητα να
προκύψει καθεµία από αυτές τις τιµές είναι
µηδέν! Εποµένως, µιλάµε για την πιθανότη-
τα να βρίσκεται η µεταβλητή σε κάποιο διά-
στηµα τιµών, του τύπου «µεταξύ του x και
του x+ dx».

τητα P (x) dx να έχει τιµή µεταξύ του x και του x + dx. Οι συνεχείς τυχαίες
µεταβλητές µπορούν να πάρουν ένα διάστηµα από πιθανές τιµές. Ενδεικτι-
κές περιπτώσεις είναι το ύψος των παιδιών σε µια τάξη, ο χρόνος που περνάει
κανείς σε µια αίθουσα αναµονής, και το πόσο αυξάνεται η αρτηριακή πίεση
κάποιου όταν διαβάζει τον λογαριασµό του κινητού τηλεφώνου του. Οι ποσό-
τητες αυτές δεν περιορίζονται σε κάποιο πεπερασµένο σύνολο τιµών, αλλά
µπορούν να πάρουν ένα συνεχές σύνολο τιµών.
Όπως και πριν, απαιτούµε η ολική πιθανότητα για όλες τις πιθανές εκβάσεις

να ισούται µε ένα. Επειδή έχουµε να κάνουµε µε συνεχείς µεταβλητές, τα
αθροίσµατα γίνονται ολοκληρώµατα, οπότε έχουµε∫

P (x) dx = 1. (3.7)

Η µέση τιµή ορίζεται ως εξής:

〈x〉 =
∫
xP (x) dx. (3.8)

Αντίστοιχα, το µέσο τετράγωνο ορίζεται ως εξής:

〈x2〉 =
∫
x2 P (x) dx, (3.9)

ενώ η µέση τιµή οποιασδήποτε συνάρτησης f(x) του x µπορεί να οριστεί ως
εξής:

〈f(x)〉 =
∫
f(x)P (x) dx. (3.10)
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Παράδειγµα 3.3

Έστω P (x) = Ce−x2/2a2

όπου τα C και a είναι σταθερές. Η συγκεκριµένη
κατανοµή πιθανοτήτων απεικονίζεται στο Σχ. 3.2, και η καµπύλη αυτή είναι
γνωστή ως γκαουσιανή.2 Να υπολογιστούν τα 〈x〉 και 〈x2〉 γι’ αυτή την κατα- 2Βλ. Παράρτηµα C.2.

νοµή πιθανοτήτων.
Λύση:

Σχ. 3.2 Μια ενδεικτική συνεχής κατανοµή
πιθανοτήτων.

Το πρώτο που πρέπει να κάνουµε είναι να κανονικοποιήσουµε την κατανοµή
πιθανοτήτων (δηλ. να διασφαλίσουµε ότι το άθροισµα όλων των πιθανοτήτων
ισούται µε ένα). Αυτό µας επιτρέπει να βρούµε τη σταθερά C χρησιµοποιών-
τας την εξ. C.3 για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα:

1 =

∫ ∞

−∞
P (x) dx = C

∫ ∞

−∞
e−x2/2a2

dx

= C
√
2πa2, (3.11)

οπότε βρίσκουµε ότι C = 1/
√
2πa2, και εποµένως

P (x) =
1√
2πa2

e−x2/2a2

. (3.12)

Η µέση τιµή του x µπορεί να υπολογιστεί ως εξής:

〈x〉 =
1√
2πa2

∫ ∞

−∞
x e−x2/2a2

dx

= 0, (3.13)

διότι η ολοκληρωτέα ποσότητα είναι περιττή συνάρτηση. Η µέση τιµή του x2

µπορεί επίσης να υπολογιστεί ως εξής:

〈x2〉 =
1√
2πa2

∫ ∞

−∞
x2 e−x2/2a2

dx

=
1√
2πa2

1

2

√
8πa6

= a2, (3.14)

όπου τα ολοκληρώµατα υπολογίζονται όπωςπεριγράφεται στοΠαράρτηµαC.2.

3.3 Γραµµικός µετασχηµατισµός

Μερικές φορές έχουµε µια τυχαία µεταβλητή, και θέλουµε να κατασκευά-
σουµε µια δεύτερη τυχαία µεταβλητή εκτελώντας στην πρώτη έναν γραµµικό
µετασχηµατισµό. Εάν y είναι µια τυχαία µεταβλητή, η οποία συνδέεται µε την
τυχαία µεταβλητή x µέσω της εξίσωσης

y = ax+ b, (3.15)

όπου τα a και b είναι σταθερές, τότε η µέση τιµή της y είναι

〈y〉 = 〈ax+ b〉 = a〈x〉 + b. (3.16)

Η απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού είναι πολύ απλή, και αφήνεται για άσκη-
ση.
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Παράδειγµα 3.4

Οι θερµοκρασίες σε βαθµούς Κελσίου και σε βαθµούς Fahrenheit συνδέονται
µεταξύ τους µέσω του απλού τύπου C = 5

9 (F − 32), όπου C είναι η θερ-
µοκρασία σε βαθµούς Κελσίου και F η θερµοκρασία σε βαθµούς Fahrenheit.
Εποµένως, η µέση θερµοκρασία µιας συγκεκριµένης κατανοµής θερµοκρα-
σιών είναι 〈C〉 = 5

9 (〈F 〉− 32). Η µέση ετήσια θερµοκρασία στο Central Park
της Νέας Υόρκης είναι 54 ◦F. Αν τη µετατρέψουµε στην κλίµακα Κελσίου µέ-
σω του παραπάνω τύπου, προκύπτει µια τιµή ≈ 12 ◦C.

3.4 ∆ιασπορά

Πλέον γνωρίζουµε πώς να υπολογίζουµε τον µέσο όρο ενός συνόλου τιµών· τι
µπορούµε να πούµε όµως για το «εύρος» των τιµών; Η πρώτη ιδέα που θα είχε
ίσως κανείς για να ποσοτικοποιήσει το εύρος των τιµών σε µια κατανοµή θα
ήταν να εξετάσει την απόκλιση από τη µέση τιµή για µια συγκεκριµένη τιµή
του x. Η απόκλιση ορίζεται ως εξής:

x− 〈x〉. (3.17)

Η ποσότητα αυτή µας λέει πόσο πάνω ή κάτω από τη µέση τιµή είναι κάποια
συγκεκριµένη τιµή. Μπορούµε να υπολογίσουµε τον µέσο όρο της απόκλισης
(ως προς όλες τις τιµές του x) ως εξής:

〈x− 〈x〉〉 = 〈x〉 − 〈x〉 = 0. (3.18)

Το αποτέλεσµα αυτό έπεται από την εξίσωση για τον γραµµικό µετασχηµα-
τισµό (εξ. 3.16). Εποµένως, ο µέσος όρος της απόκλισης δεν είναι πολύ χρή-
σιµος δείκτης! Προφανώς, το πρόβληµα είναι ότι η απόκλιση είναι µερικές
φορές θετική και µερικές φορές αρνητική, και οι θετικές και αρνητικές απο-
κλίσεις αλληλοαπαλείφονται. Μια πιο χρήσιµη ποσότητα θα ήταν το µέτρο
της απόκλισης,

|x− 〈x〉|, (3.19)

που είναι πάντοτε θετικό, αλλά πάσχει από το µειονέκτηµα ότι τα σύµβολα
για το µέτρο στην άλγεβρα µπορούν να προκαλέσουν σύγχυση και να είναι
κουραστικά. Έτσι, µια άλλη προσέγγιση είναι να χρησιµοποιήσουµε µια άλλη
ποσότητα που είναι πάντοτε θετική: το τετράγωνο της απόκλισης, (x− 〈x〉)2.
Η ποσότητα αυτή είναι ακριβώς ό,τι χρειαζόµαστε: πάντοτε θετική και εύκολα
διαχειρίσιµη αλγεβρικά. Ως εκ τούτου, στον µέσο όρο της έχει δοθεί µια ειδική
ονοµασία: διασπορά. Άρα ως διασπορά του x, η οποία γράφεται στη µορφή
σ2
x, ορίζεται η μέση τετραγωνική απόκλιση:

3

3Μάλιστα, εν γένει µπορούµε να ορίσουµε
ως k-οστή ροπή ως προς τη µέση τιµή την
ποσότητα 〈(x − 〈x〉)k〉. Η πρώτη ροπή ως
προς τη µέση τιµή είναι η µέση απόκλιση,
που όπως είδαµε ισούται µε µηδέν. Η δεύτε-
ρη ροπή ως προς τη µέση τιµή είναι η διασπο-
ρά. Η τρίτη ροπή ως προς τη µέση τιµή ονο-
µάζεται «στρεβλότητα» ή «λοξότητα», και εί-
ναι χρήσιµη µερικές φορές. Η τέταρτη ροπή
ως προς τη µέση τιµή ονοµάζεται «κύρτω-
ση».

σ2
x = 〈(x− 〈x〉)2〉. (3.20)

Η ποσότητα σx είναι η λεγόµενη τυπική απόκλιση, η οποία ορίζεται ως η
τετραγωνική ρίζα της διασποράς:

σx =
√
〈(x − 〈x〉)2〉. (3.21)

Η τυπική απόκλιση είναι ένα µέτρο τύπου «ρίζα του µέσου τετραγώνου» (root
mean square, ή απλώς rms) για τον διασκορπισµό, ή αλλιώς για το εύρος, των
δεδοµένων.
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Η παρακάτω ταυτότητα είναι εξαιρετικά χρήσιµη:

σ2
x = 〈(x− 〈x〉)2〉

= 〈x2 − 2x〈x〉+ 〈x〉2〉
= 〈x2〉 − 2〈x〉〈x〉 + 〈x〉2
= 〈x2〉 − 〈x〉2. (3.22)

Παράδειγµα 3.5

Για τα Παραδείγµατα 3.2 και 3.3 παραπάνω, υπολογίστε το σ2
x, τη διασπορά

της κατανοµής, σε κάθε περίπτωση.
Λύση:
Για το Παράδειγµα 3.2

σ2
x = 〈x2〉 − 〈x〉2 =

5

4
− 9

16
=

11

16
. (3.23)

Για το Παράδειγµα 3.3

σ2
x = 〈x2〉 − 〈x〉2 = a2 − 0 = a2. (3.24)

3.5 Γραµµικός µετασχηµατισµός και διασπορά

Επανερχόµαστε στο πρόβληµα του γραµµικού µετασχηµατισµού µιας τυχαίας
µεταβλητής. Τι συµβαίνει στη διασπορά σε αυτή την περίπτωση;
Εάν y είναι µια τυχαία µεταβλητή που συνδέεται µε την τυχαία µεταβλητή

x µέσω της εξίσωσης
y = ax+ b, (3.25)

όπου τα a και b είναι σταθερές, τότε όπως έχουµε δει

〈y〉 = 〈ax+ b〉 = a〈x〉 + b. (3.26)

Εποµένως, µπορούµε να υπολογίσουµε το 〈y2〉, που είναι
〈y2〉 = 〈(ax+ b)2〉

= 〈a2x2 + 2abx+ b2〉
= a2〈x2〉+ 2ab〈x〉+ b2. (3.27)

Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε το 〈y〉2, που είναι
〈y〉2 = (a〈x〉 + b)2 = a2〈x〉2 + 2ab〈x〉+ b2. (3.28)

Βάσει της εξ. 3.22, η διασπορά της y δίνεται από την ποσότητα 3.27 µείον την
ποσότητα 3.28, δηλ.

σ2
y = 〈y2〉 − 〈y〉2

= a2〈x2〉 − a2〈x〉2
= a2σ2

x. (3.29)

Να σηµειωθεί ότι η διασπορά εξαρτάται από το a, αλλά όχι από το b. Αυτό
είναι εύλογο, διότι η διασπορά αφορά το εύρος µιας κατανοµής, και δεν έχει
καµία σχέση µε την απόλυτη θέση της. Συνεπώς, η τυπική απόκλιση του y
είναι

σy = aσx. (3.30)



24 Πιθανότητες

Παράδειγµα 3.6

Η µέση θερµοκρασία σε µια πόλη των ΗΠΑ τον Ιανουάριο είναι 23 ◦F και η
τυπική απόκλιση είναι 9 ◦F. Μετατρέψτε αυτούς τους αριθµούς σε βαθµούς
Κελσίου µέσω της σχέσης του Παραδείγµατος 3.4.
Λύση:
Ο µέσος όρος της θερµοκρασίας σε βαθµούς Κελσίου είναι

〈C〉 = 5

9
(〈F 〉 − 32) =

5

9
(23− 32) = −5 ◦C, (3.31)

ενώ η τυπική απόκλιση είναι 5
9 × 9 = 5 ◦C.

3.6 Ανεξάρτητες µεταβλητές

Εάν οι u και v είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές,4 τότε η πιθανότητα4∆ύο τυχαίες µεταβλητές είναι ανεξάρτητες
εάν η γνώση της τιµής της µίας από αυτές δεν
δίνει καµία πληροφορία για την τιµή της άλ-
λης. Για παράδειγµα, το ύψος ενός ανθρώ-
που που επιλέγεται τυχαία από τον πληθυσµό
µιας πόλης και ο αριθµός των ωρών βροχό-
πτωσης στην πόλη αυτή την πρώτη Τρίτη του
Σεπτεµβρίου είναι δύο ανεξάρτητες τυχαίες
µεταβλητές.

η u να βρίσκεται στο διάστηµα από u έως u + du και η v να βρίσκεται στο
διάστηµα από v έως v + dv ισούται µε το γινόµενο

Pu(u)duPv(v)dv. (3.32)

Εποµένως, η µέση τιµή του γινοµένου των u και v είναι

〈uv〉 =

∫∫
uvPu(u)Pv(v) du dv

=

∫
uPu(u) du

∫
vPv(v) dv

= 〈u〉〈v〉, (3.33)

διότι για ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τα ολοκληρώµατα διαχωρίζονται.
Αυτό σηµαίνει ότι η µέση τιµή του γινοµένου των u και v ισούται µε το γινό-
µενο των µέσων τιµών τους.

Παράδειγµα 3.7

Έστω ότι υπάρχουν n ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, Xi, καθεµία µε την
ίδια µέση τιµή 〈X〉 και την ίδια διασπορά σ2

X . Έστω Y το άθροισµα των
τυχαίων µεταβλητών, δηλαδή Y = X1 +X2 + · · · +Xn. Να βρεθεί η µέση
τιµή και η διασπορά της Y .
Λύση:
Η µέση τιµή της Y είναι απλώς

〈Y 〉 = 〈X1〉+ 〈X2〉+ · · ·+ 〈Xn〉, (3.34)

αλλά δεδοµένου ότι όλες οι Xi έχουν την ίδια µέση τιµή 〈X〉 έχουµε ότι
〈Y 〉 = n〈X〉. (3.35)

Συνεπώς, η µέση τιµή της Y ισούται µε n επί τη µέση τιµή της Xi. Για να
βρούµε τη διασπορά της Y , µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο

σ2
Y = 〈Y 2〉 − 〈Y 〉2. (3.36)
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Έχουµε

〈Y 2〉 = 〈X2
1 + · · ·+X2

N +X1X2 +X2X1 +X1X3 + · · · 〉 (3.37)

= 〈X2
1 〉+ · · ·+ 〈X2

N 〉+ 〈X1X2〉+ 〈X2X1〉+ 〈X1X3〉+ · · ·

Στο δεξί µέλος υπάρχουνn όροι της µορφής 〈X2
1 〉 καιn(n−1) όροι της µορφής

〈X1X2〉. Οι πρώτοι έχουν τιµή 〈X2〉 και οι δεύτεροι έχουν τιµή 〈X〉〈X〉 =
〈X〉2 (διότι κάθε τέτοιος όρος είναι γινόµενο δύο ανεξάρτητων τυχαίων µετα-
βλητών). ∆ηλαδή,

〈Y 2〉 = n〈X2〉+ n(n− 1)〈X〉2, (3.38)

και συνεπώς µέσω της εξ. 3.35 έχουµε ότι

σ2
Y = 〈Y 2〉 − 〈Y 〉2

= n〈X2〉 − n〈X〉2
= nσ2

X . (3.39)

Τα αποτελέσµατα που αποδείχθηκανσε αυτό το τελευταίο παράδειγµα έχουν
µερικές ενδιαφέρουσες εφαρµογές. Η πρώτη αφορά τις πειραµατικές µετρή-
σεις. Φανταστείτε ότι µια ποσότητα X µετριέται n φορές, κάθε φορά µε κά-
ποιο ανεξάρτητο σφάλµα, έστω σX . Εάν προσθέσουµε τα αποτελέσµατα των
µετρήσεων για να σχηµατίσουµε την ποσότητα Y =

∑
Xi, τότε το rms σφάλ-

µα της Y είναι µόνο
√
n επί το rms σφάλµα µιας µεµονωµένηςX . Συνεπώς,

αν προσπαθήσουµε να πάρουµε µια καλή εκτίµηση της X υπολογίζοντας το
πηλίκο (

∑
Xi)/n, το σφάλµα σε αυτή την ποσότητα ισούται µε σX/

√
n. Επο-

µένως, εάν για παράδειγµα κάνουµε τέσσερεις µετρήσεις µιας ποσότητας και
πάρουµε τον µέσο όρο των αποτελεσµάτων, το τυχαίο σφάλµα στον µέσο όρο
µας θα είναι το µισό απ’ ό,τι θα ήταν εάν είχαµε κάνει µία µόνο µέτρηση. Βέ-
βαια, πιθανόν να έχουµε και πάλι συστηματικά σφάλµατα στο πείραµά µας.
Εάν υπερεκτιµούµε διαρκώς την ποσότητά µας λόγω ενός σφάλµατος στην
πειραµατική µας διάταξη, το σφάλµα αυτό δεν θα µειωθεί µέσω των επανει-
ληµµένων µετρήσεων!
Μια δεύτερη εφαρµογή αφορά τη θεωρία του τυχαίου περιπάτου. Φαντα-

στείτε έναν µεθυσµένο που βγαίνει τρεκλίζοντας από ένα µπαρ και προσπαθεί
να περπατήσει σε ένα στενό σοκάκι (το οποίο τον περιορίζει να κινηθεί σε µία
διάσταση). Ας υποθέσουµε ότι σε κάθε βήµα του, ο µεθυσµένος είναι εξίσου
πιθανό να κινηθεί προς τα εµπρός και προς τα πίσω. Η επίδραση της µέθης
είναι τέτοια ώστε το κάθε βήµα δεν συσχετίζεται µε το προηγούµενο. Εποµέ-
νως, η µέση απόσταση που διανύεται σε ένα µόνο βήµα είναι 〈X〉 = 0. Μετά
από n τέτοια βήµατα, η αναµενόµενη συνολική διανυθείσα απόσταση θα ήταν
〈Y 〉 =

∑〈Xi〉 = 0. Σε αυτή την περίπτωση, όµως, πιο ενδεικτική ποσότη-
τα είναι η ρίζα του µέσου τετραγώνου της απόστασης (rms). Εν προκειµένω,
έχουµε 〈Y 2〉 = n〈X2〉, και εποµένως το µήκος rms ενός τυχαίου περιπάτου
των n βηµάτων είναι

√
n επί το µήκος ενός βήµατος. Το αποτέλεσµα αυτό θα

φανεί χρήσιµο για τη µελέτη της κίνησης Brown στο Κεφάλαιο 33.

3.7 ∆ιωνυµική κατανοµή

Μια κατανοµή πιθανοτήτων πολύ σηµαντική στη θερµική φυσική βασίζεται
στη λεγόµενη δοκιµή Bernoulli,5 που είναι ένα «πείραµα» µε δύο πιθανές 5Jacob Bernoulli (1654-1705).
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εκβάσεις. Η µία έκβαση (την οποία θα ονοµάζουµε «επιτυχία») έχει πιθανό-
τητα p να συµβεί, και η άλλη (την οποία θα ονοµάζουµε «αποτυχία») έχει πιθα-
νότητα 1− p. Μια ενδεικτική δοκιµή Bernoulli είναι η ρίψη ενός κέρµατος: η
µία έκβαση είναι «κεφαλή», και η άλλη «γράµµατα».

Παράδειγµα 3.8

Έστω x µια τυχαία µεταβλητή που παίρνει τιµές 1 (που αντιπροσωπεύει την
επιτυχία) και 0 (που αντιπροσωπεύει την αποτυχία). Στην περίπτωση αυτή,
αν p είναι η πιθανότητα επιτυχίας, χρησιµοποιώντας τις εξ. 3.2, 3.3 και 3.21
έχουµε ότι

〈x〉 = 0× (1 − p) + 1× p = p (3.40)

〈x2〉 = 02 × (1− p) + 12 × p = p (3.41)

σx =
√
〈x2〉 − 〈x〉2 =

√
p(1− p). (3.42)

Η διωνυµικήκατανοµή είναι η διακριτή κατανοµή των πιθανοτήτωνP (n, k)
να έχουµε k επιτυχίες σε n ανεξάρτητες δοκιµές Bernoulli. Η συνάρτηση
P (n, k) µπορεί να υπολογιστεί µε βάση τις εξής παρατηρήσεις: (α) η πιθα-
νότητα να προκύψει µια συγκεκριµένη σειρά µε k επιτυχίες και n − k απο-
τυχίες είναι pk(1− p)n−k και (β) υπάρχουν nCk τρόποι διάταξης k επιτυχιών
και n− k αποτυχιών σε µια ακολουθία. Συνεπώς, η P (n, k) είναι το γινόµενο
αυτών των δύο παραγόντων, δηλαδή

P (n, k) = nCk p
k(1− p)n−k. (3.43)

Σύµφωνα µε το διωνυµικό θεώρηµα της στοιχειώδους άλγεβρας

(x+ y)n =

n∑
k=0

nCk x
kyn−k. (3.44)

Εποµένως, θέτοντας x = p και y = 1− p µπορούµε να δείξουµε εύκολα ότι

n∑
k=1

P (n, k) = 1, (3.45)

όπως απαιτείται για µια καλά ορισµένη κατανοµή πιθανοτήτων. ∆εδοµένου
ότι η διωνυµική κατανοµή είναι το άθροισµα n ανεξάρτητων δοκιµών Ber-
noulli, έχουµε ότι

〈k〉 = np (3.46)

σ2
k = np(1− p). (3.47)

Το κλασµατικό εύρος της κατανοµής,6 είναι το πηλίκο της τυπικής απόκλισης6Η µέση τιµή 〈k〉 είναι ανάλογη του n. Η
τυπική απόκλιση σk είναι ανάλογη του

√
n.

Και οι δύο ποσότητες αυξάνονται µε το n,
αλλά η µέση τιµή αυξάνεται ταχύτερα. Το
κλασµατικό εύρος είναι το εύρος της κατανο-
µής (η τυπική απόκλιση) προς τη µέση τιµή,
και εποµένως µειώνεται µε το n, διότι η µέ-
ση τιµή αυξάνεται ταχύτερα από την τυπική
απόκλιση.

προς τη µέση τιµή, δηλαδή η ποσότητα σk/〈k〉 =
√
(1− p)/np, η οποία είναι

ανάλογη του 1/
√
n, και συνεπώς µειώνεται καθώς αυξάνεται το n. Για τον

λόγο αυτό, η διωνυµική κατανοµή εµφανίζει πιο «αιχµηρή» κορυφή περί τη
µέση τιµή καθώς αυξάνεται το n (βλ. Σχ. 3.3).

Παράδειγµα 3.9

Ρίψη ενός τίµιου κέρµατος. Στην περίπτωση αυτή, p = 1
2 .
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Σχ. 3.3 ∆ιωνυµική πιθανότητα για p = 0,4. Τα τρία γραφήµατα αντιστοιχούν στις περιπτώσεις
n = 50 (εξωτερική καµπύλη), n = 500 και n = 5000 (εσωτερική καµπύλη), και η κλίµακά τους
έχει ρυθµιστεί έτσι ώστε τα µέγιστα να συµπίπτουν. Όπως φαίνεται, καθώς το n αυξάνεται, το
κλασματικό εύρος µειώνεται.

• Για n = 16 ρίψεις του κέρµατος, το αναµενόµενοπλήθος κεφαλών είναι
np = 8. Η τυπική απόκλιση είναι

√
np(1− p) = 2, το ένα τέταρτο του

αναµενόµενου πλήθους.

• Για n = 1020 ρίψεις του κέρµατος, το αναµενόµενο πλήθος κεφαλών
είναι np = 5× 1019. Η τυπική απόκλιση είναι

√
np(1− p) = 5× 109,

δέκα τάξεις µεγέθους µικρότερη από το αναµενόµενο πλήθος.

Παράδειγµα 3.10

Έναςµονοδιάστατος τυχαίος περίπατος µπορεί να θεωρηθεί ως διαδοχήn δοκι-
µών Bernoulli στις οποίες η επιλογή είναι είτε ένα βήµα προς τα εµπρός +L
είτε ένα βήµα προς τα πίσω−L, µε ίση πιθανότητα το καθένα (δηλαδή p = 1

2 ).
Εάν γίνουν n βήµατα, από τα οποία τα k είναι προς τα εµπρός, η διανυόµενη
απόσταση είναι x = kL− (n−k)L = (2k−n)L. Για µια διωνυµική κατανο-
µή µε p = 1

2 , έχουµε 〈k〉 = n
2 , και σ

2
k = 〈k2〉 − 〈k〉2 = np(1− p) = n

4 . Αυτό
σηµαίνει ότι 〈k2〉 = n

4 + n2

4 . Εποµένως, η µέση διανυόµενη απόσταση είναι

〈x〉 = (2〈k〉 − n)L = 0, (3.48)

όπως αναµενόταν, αφού κάποιος που βαδίζει µε τυχαίο τρόπο είναι εξίσου
πιθανό να µετακινηθεί προς τα εµπρός και προς τα πίσω. Η µέση τετραγωνική
διανυόµενη απόσταση, 〈x2〉, είναι

〈x2〉 = (4〈k2〉 − 4〈k〉n+ n2)L2 = nL2, (3.49)

και εποµένως σx =
√〈x2〉 − 〈x〉2 =

√
nL, σε συµφωνία µε την Ενότητα 3.6.
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Σύνοψη κεφαλαίου

• Σε αυτό το κεφάλαιο, εισαγάγαµε διάφορες βασικές έννοιες της θεωρίας
πιθανοτήτων.

• Η µέση τιµή µιας διακριτής κατανοµής πιθανοτήτων είναι

〈x〉 =
∑
i

xiPi,

ενώ η µέση τιµή µιας συνεχούς κατανοµής πιθανοτήτων είναι

〈x〉 =
∫
xP (x) dx.

• Η διασπορά είναι
σ2
x = 〈(x− 〈x〉)2〉,

όπου σx είναι η τυπική απόκλιση.

• Εάν y = ax+ b, τότε 〈y〉 = a〈x〉 + b και σy = aσx.

• Εάν οι u και v είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε 〈uv〉 =
〈u〉〈v〉. Ειδικότερα, εάν Y = X1 +X2 + · · ·+Xn, όπου ταXi ακολου-
θούν όλα την ίδια κατανοµή, έχουµε ότι 〈Y 〉 = n〈x〉 και σY =

√
nσX .

• Η διωνυµική κατανοµή περιγράφει την πιθανότητα να υπάρξουν k επι-
τυχίες σεn ανεξάρτητες δοκιµές Bernoulli. Η µέση τιµή αυτής της κατα-
νοµής είναι 〈k〉 = np και η διασπορά είναι σ2

k = np(1− p).

Επιπλέον µελέτη

Υπάρχουν πολλά καλά βιβλία για θεωρία πιθανοτήτων και στατιστική. Κάποια προτεινόµενα είναι αυτά του Papoulis (1984), του
Saha (2003), των Wall και Jenkins (2003), και των Sivia και Skilling (2006).

Ασκήσεις

(3.1) Η ρίψη ενός κανονικού ζαριού δίνει τους αριθµούς 1, 2,
. . . , 6, καθέναν µε πιθανότητα 1/6. Βρείτε τη µέση τιµή,
τη διασπορά και την τυπική απόκλιση των αριθµών που
προκύπτουν.

(3.2) Το µέσο βάρος των νεογέννητων µωρών στηΜεγάλη Βρε-
τανία είναι περίπου 3,2 kg, µε τυπική απόκλιση 0,5 kg.
Μετατρέψτε αυτούς τους αριθµούς σε λίβρες (lb), µε δεδο-
µένο ότι 1 kg = 2,2 lb.

(3.3) Η άσκηση αυτή αφορά µια διακριτή κατανοµή πιθανο-
τήτων που ονοµάζεται κατανοµή Poisson. Έστω x µια
διακριτή τυχαία µεταβλητή που µπορεί να πάρει τις τιµές
0, 1, 2, . . . Λέµε ότι µια ποσότητα x ακολουθεί την κατα-
νοµή Poisson εάν η πιθανότητα P (x) να προκύψει η τιµή

x είναι

P (x) =
e−mmx

x!
,

όπου m κάποιος συγκεκριµένος αριθµός (που όπως θα
δούµε στο µέρος (β) αυτής της άσκησης είναι η µέση τιµή
του x).

(α) ∆είξτε ότι ηP (x) είναι µια καλά ορισµένη κατανοµή
πιθανοτήτων, µε την έννοια ότι

∞∑
x=0

P (x) = 1.

(Γιατί είναι σηµαντική αυτή η συνθήκη;)
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(β) ∆είξτε ότι η µέση τιµή της κατανοµής πιθανοτήτων

είναι 〈x〉 =
∞∑

x=0

xP (x) = m.

(γ) Η κατανοµή Poisson είναι χρήσιµη για την περιγρα-
φή πολύ σπάνιων ενδεχοµένων, τα οποία συµβαί-
νουν ανεξάρτητα και των οποίων ο µέσος ρυθµός
δεν εξαρτάται από το εκάστοτε χρονικό διάστηµα.
Ενδεικτικές περιπτώσεις είναι οι συγγενείς παθήσεις
σε νεογέννητα ανά έτος, τα τροχαία ατυχήµατα σε
µια συγκεκριµένη διασταύρωση ανά έτος, το πλή-
θος των τυπογραφικών λαθών σε µια σελίδα, και το
πλήθος των καταγραφών ενός µετρητή Geiger ανά
λεπτό. Το πρώτο καταγεγραµµένο ιστορικά παρά-
δειγµα κατανοµής Poisson, το οποίο µάλιστα παρα-
κίνησε τον ίδιο τον Poisson να µελετήσει τέτοιες
καταστάσεις, αφορούσε το σπάνιο συµβάν να δεχθεί
κάποιος µια θανατηφόρα κλωτσιά από άλογο στον
Πρωσσικό στρατό. Το πλήθος των θανάτων από
κλωτσιά αλόγου στον Πρωσσικό στρατό καταγρά-
φηκε για καθένα από 10 σώµατα στρατού και για
κάθε έτος σε µια συνολική περίοδο 20 ετών µεταξύ
1875 και 1894, και προέκυψαν τα παρακάτω δεδο-
µένα:

Πλήθος θανάτων Παρατηρηθείσα
ανά έτος, ανά σώµα συχνότητα

0 109
1 65
2 22
3 3
4 1

≥ 5 0

Σύνολο 200

Υπολογίστε το µέσο πλήθος θανάτων ανά έτος ανά
σώµα. Συγκρίνετε την παρατηρηθείσα συχνότητα
µε µια συχνότητα που υπολογίζεται µε την παραδο-
χή ότι το πλήθος θανάτων ανά έτος ανά σώµα ακο-
λουθεί κατανοµή Poisson µε αυτή τη µέση τιµή.

(3.4) Η ερώτηση αυτή αφορά µια συνεχή κατανοµή πιθανοτή-
των που ονοµάζεται εκθετική κατανοµή. Έστω x µια
συνεχής τυχαία µεταβλητή που µπορεί να πάρει οποιαδή-
ποτε τιµή x ≥ 0. Λέµε ότι µια ποσότητα ακολουθεί την
εκθετική κατανοµή αν η πιθανότητα να πάρει κάποια τιµή
µεταξύ του x και του x+ dx είναι

P (x) dx = Ae−x/λ dx,

όπου λ και A είναι σταθερές.

(α) Βρείτε την τιµή του A για την οποία η P (x) είναι
µια καλά ορισµένη συνεχής κατανοµή πιθανοτήτων,
δηλαδή

∫∞
0
P (x) dx = 1.

(β) ∆είξτε ότι η µέση τιµή της κατανοµής πιθανοτήτων

είναι 〈x〉 =
∫ ∞

0

xP (x) dx = λ.

(γ) Βρείτε τη διασπορά και την τυπική απόκλιση αυτής
της κατανοµής πιθανοτήτων. Η εκθετική κατανοµή
και η κατανοµή Poisson χρησιµοποιούνται για την
περιγραφή παρόµοιων διαδικασιών, αλλά για την
εκθετική κατανοµή το x είναι το πραγµατικό χρο-
νικό διάστηµα ανάµεσα, για παράδειγµα, σε δια-
δοχικές ραδιενεργές διασπάσεις, διαδοχικές κρού-
σεις µορίων, ή διαδοχικά περιστατικά θανατηφόρας
κλωτσιάς αλόγου (ενώ στην κατανοµή Poisson το x
είναι απλώς το πλήθος τέτοιων συµβάντων σε κά-
ποιο καθορισµένο χρονικό διάστηµα).

(3.5) Εάν θ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή οµοιόµορφα
κατανεµηµένη µεταξύ του 0 και του π, γράψτε µια έκ-
φραση για την P (θ). Στη συνέχεια, βρείτε την τιµή των
παρακάτω µέσων όρων:

(α) 〈θ〉·
(β) 〈θ − π

2
〉·

(γ) 〈θ2〉·
(δ) 〈θn〉 (για την περίπτωση n ≥ 0)·

(ε) 〈cos θ〉·
(στ) 〈sin θ〉·
(ζ) 〈| cos θ|〉·
(η) 〈cos2 θ〉·
(θ) 〈sin2 θ〉·
(ι) 〈cos2 θ + sin2 θ〉.
Ελέγξτε ότι οι απαντήσεις είναι οι αναµενόµενες.

(3.6) Στην πειραµατική φυσική, είναι σηµαντικό να επαναλαµ-
βάνονται οι µετρήσεις. Υποθέτοντας ότι τα σφάλµατα εί-
ναι τυχαία, δείξτε ότι εάν το σφάλµα στην εκτέλεση µιας
µεµονωµένης µέτρησης κάποιας ποσότηταςX είναιΔ, το
σφάλµα που προκύπτει αν χρησιµοποιηθούν n µετρήσεις
είναι Δ/

√
n. (Υπόδειξη: µετά από n µετρήσεις, εκείνο

που θα έκανε κανείς είναι να υπολογίσει τον µέσο όρο των
n αποτελεσµάτων. Εποµένως, το ζητούµενο είναι η τυπι-
κή απόκλιση της ποσότητας Y = (X1+X2+· · ·+Xn)/n
όπου µπορούµε να υποθέσουµε ότι ταX1,X2, . . .,Xn εί-
ναι ανεξάρτητα, και το καθένα έχει τυπική απόκλιση Δ.)

(3.7) (α) ∆είξτε ότι η διωνυµική κατανοµή µπορεί να προσεγ-
γιστεί από µια κατανοµή Poisson µε µέση τιµή np
όταν n� 1 αλλά το γινόµενο np παραµένει µικρό.
(Εποµένως, η κατάσταση αυτή αντιπροσωπεύει την
περίπτωση όπου p � 1, δηλαδή η «επιτυχία» είναι
σπάνιο συµβάν.)

(β) Ένα πιο δύσκολο πρόβληµα είναι να δείξει κανείς ότι
όταν n � 1 και επίσης np(1− p) � 1 η διωνυµι-
κή κατανοµή µπορεί να προσεγγιστεί από µια γκα-
ουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή np και διασπορά
np(1 − p). Υποθέτοντας ότι αυτό ισχύει, επανεξε-
τάστε τον µονοδιάστατο τυχαίο περίπατο του Παρα-
δείγµατος 3.10 και υποθέστε ότι ο «περιπατητής»
(ένα σωµατίδιο) κάνει ένα βήµα τη χρονική στιγµή
t = nτ , όπου n είναι ακέραιος αριθµός. Θέτοντας
D = L2/2τ και χρησιµοποιώντας τις εξ. 3.48 και
3.49 δείξτε ότι όταν t � τ η πιθανότητα να βρεθεί
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το σωµατίδιο ανάµεσα στο x και στο x+ dx είναι

P (x) dx =
1√

4πDt
e−x2/4Dt dx. (3.50)

[Βλ. επίσης Παράρτηµα C.12 για έναν εναλλακτικό
τρόπο εξαγωγής της εξ. 3.50.]

(γ) ∆είξτε ότι η τυπική απόκλιση της κατανοµής της
εξ. 3.50 είναι σx =

√
2Dt. Καθώς ο τυχαίος

περιπατητής «διαχέεται» προς τα πίσω και προς τα
εµπρός, θα µπορούσαµε να προσπαθήσουµε να ορί-
σουµε την ταχύτητα διάχυσής του ως σx/t. Με τον
τρόπο αυτό προκύπτει ταχύτητα ανάλογη του t−1/2,
πράγµα προφανώς άτοπο. Το ζήτηµα µε τη διάχυση
(τη συµπεριφορά των τυχαίων περιπατητών) είναι
ότι αφού σx ∝ t1/2 απαιτείται 100-πλάσιος χρόνος
για να έχουµε διάχυση 10-πλάσιου µεγέθους. Ένα
µικρό µόριο στο νερό διαχέεται µε ρυθµό που διέπε-
ται από την ποσότητα D = 10−9 m2 s−1. Εκτιµή-
στε τον χρόνο που χρειάζεται για να διαχυθεί αυτό
το µόριο περίπου (i) 1μm (το πλάτος ενός βακτη-
ρίου) και (ii) 1 cm (το πλάτος ενός δοκιµαστικού
σωλήνα).

(3.8) Στην άσκηση αυτή εισάγεται µια αρκετά αποδοτική µέ-
θοδος για τον υπολογισµό της µέσης τιµής και της δια-
σποράς κατανοµών πιθανοτήτων. Ορίζουµε τη ροπογεν-
νήτρια συνάρτησηM(t) για µια τυχαία µεταβλητή x ως
εξής:

M(t) = 〈etx〉. (3.51)

∆είξτε ότι από τον ορισµό αυτό έπεται πως

〈xn〉 =M (n)(0), (3.52)

όπου M (n)(t) = dnM/dtn, και επίσης ότι για τη µέ-
ση τιµή και για τη διασπορά έχουµε αντίστοιχα 〈x〉 =
M (1)(0) και σx = M (2)(0) − [M (1)(0)]2. ∆είξτε επι-
πλέον ότι:

(α) για µια µεµονωµένη δοκιµή Bernoulli,

M(t) = pet + 1− p· (3.53)

(β) για τη διωνυµική κατανοµή,

M(t) = (pet + 1− p)n· (3.54)

(γ) για την κατανοµή Poisson,

M(t) = em(et−1)· (3.55)

(δ) για την εκθετική κατανοµή,

M(t) =
λ

λ− t
. (3.56)

Με βάση τα παραπάνω, προσδιορίστε τη µέση τιµή και τη
διασπορά σε κάθε περίπτωση και δείξτε ότι συµπίπτουν µε
τα αποτελέσµατα που υπολογίστηκαν προηγουµένως.
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Ludwig Boltzmann (1844-1906)

Ο Ludwig Boltzmann είχε τεράστια συµβολή στη µελέ-
τη των εφαρµογών των πιθανοτήτων στη θερµική φυσι-
κή. Επεξεργάστηκε µεγάλο µέρος της κινητικής θεω-
ρίας των αερίων ανεξάρτητα από τον Maxwell, και

Σχ. 3.4 Ludwig Boltzmann

του αποδίδονται από κοι-
νού µε τον Maxwell τα
εύσηµα για την κατανοµή
Maxwell-Boltzmann (βλ.
Κεφάλαιο 5). Ο Boltzmann
αισθανόταν τεράστιο δέος
για τον Maxwell σε όλη
του τη ζωή, και ήταν ένας
από τους πρώτους που αντι-
λήφθηκαν τη µεγάλη αξία
της θεωρίας του Maxwell
για τον ηλεκτροµαγνητι-
σµό. «Ήταν άραγε θεός
αυτός που έγραψε αυτές τις
γραµµές;» ήταν το σχόλιο

του Boltzmann (µια φράση του Γκαίτε) για το έργο του
Maxwell. Το ιδιοφυές επίτευγµα του Boltzmann ήταν ότι
αναγνώρισε τη στατιστική σύνδεση ανάµεσα στη θερ-
µοδυναµική εντροπία και το πλήθος των µικροκαταστά-
σεων, και µέσω µιας σειράς τεχνικών άρθρων κατάφερε
να θέσει το αντικείµενο της στατιστικής µηχανικής σε
στέρεη βάση (η εργασία του επεκτάθηκε ουσιωδώς, και
ανεξάρτητα, από τον Αµερικανό φυσικό Gibbs). Ο Bol-
tzmann κατόρθωσε να δείξει ότι ο δεύτερος νόµος της
θερµοδυναµικής (που εξετάζεται στο Μέρος IV αυτού
του βιβλίου) µπορούσε να συναχθεί από τις αρχές της
κλασικής µηχανικής, παρότι επειδή η κλασική µηχα-
νική δεν κάνει καµία διάκριση στις κατευθύνσεις του
χρόνου αναγκάστηκε να εισαγάγει «λαθραία» ορισµένες
παραδοχές, µε αποτέλεσµα η προσέγγισή του να θεωρη-
θεί αµφιλεγόµενη. Εντούτοις, η εξαγωγή από αυτόν της
λεγόµενης εξίσωσης µεταφοράς Boltzmann, η οποία επε-
κτείνει τις ιδέες της κινητικής θεωρίας των αερίων, οδή-
γησε σε σηµαντικές ανακαλύψεις στη θεωρία µεταφοράς
ηλεκτρονίων για τα µέταλλα και στη φυσική πλάσµατος.
Ο Boltzmann έδειξε επίσης πώς µπορούσε να συνα-

χθεί από τις αρχές της θερµοδυναµικής ο εµπειρικός νό-
µος που είχε ανακαλύψει ο δάσκαλός του, Josef Stefan,
σύµφωνα µε τον οποίο η συνολική ακτινοβολία από ένα
θερµό σώµα είναι ανάλογη προς την τέταρτη δύναµη της
απόλυτης θερµοκρασίας του (βλ. Κεφάλαιο 23).
Ο Boltzmann γεννήθηκε στη Βιέννη και εκπόνησε τη

διδακτορική του διατριβή µε θέµα την κινητική θεωρία

των αερίων στο Πανεπιστήµιο της Βιέννης, υπό την επί-
βλεψη του Stefan. Στη συνέχεια της καριέρας του έζησε
στο Γκράτς, στη Χαϊδελβέργη, στο Βερολίνο, µετά ξανά
στη Βιέννη, πίσω στο Γκράτς, κατόπιν στη Βιέννη, στη
Λειψία, και τέλος πίσω στη Βιέννη. Η ιδιοσυγκρασία του
ταίριαζε µε αυτή τη φυσική αεικινησία και έλλειψη στα-
θερότητας. Οι διαρκείς µετακινήσεις του οφείλονταν επί-
σης εν µέρει στις δύσκολες σχέσεις του µε διάφορους άλ-
λους φυσικούς, ιδιαίτερα τον Ernst Mach, ο οποίος ανέ-
λαβε µια έδρα στη Βιέννη (γεγονός που προκάλεσε τη
µετακίνηση του Boltzmann στη Λειψία το 1900), και τον
Wilhelm Ostwald (η σύγκρουση µε τον οποίο στη Λειψία,
σε συνδυασµό µε τη συνταξιοδότηση του Mach το 1901,
παρακίνησαν τον Boltzmann να επιστρέψει στη Βιέννη το
1902, έχοντας όµως στο µεταξύ αποπειραθεί να αυτοκτο-
νήσει).
Οι εγγενείς στη θερµοδυναµική έννοιες της µη αντι-

στρεπτότητας είχαν κάποιες αµφιλεγόµενες συνέπειες,
ιδιαίτερα για ένα Σύµπαν βασιζόµενο στη νευτώνεια
µηχανική, η οποία είναι αντιστρεπτή στον χρόνο. Στην
προσέγγισή του, ο Boltzmann χρησιµοποίησε τις πιθανό-
τητες για να κατανοήσει πώς η συµπεριφορά των ατόµων
καθορίζει τις ιδιότητες της ύλης. Ο Ostwald, µε ειδικό-
τητα τη φυσικοχηµεία, που είχε και ο ίδιος αναγνωρίσει
τη σηµασία του έργου του Gibbs (βλ. Κεφάλαια 16, 20,
και 22) σε τέτοιο βαθµό ώστε είχε µεταφράσει τα άρ-
θρα του Gibbs στα γερµανικά, ήταν εντούτοις σφοδρός
πολέµιος θεωριών που περιλάµβαναν ποσότητες τις οποί-
ες θεωρούσε µη µετρήσιµες. Ο Ostwald ήταν ένας από
τους τελευταίους αντιπάλους της ατοµικής θεωρίας, και
έγινε άσπονδος αντίπαλος του Boltzmann. Τελικά ο ίδιος
ο Ostwald πείστηκε για την ύπαρξη των ατόµων σχεδόν
µια δεκαετία µετά από τον θάνατο του Boltzmann, και
ενώ του είχε ήδη απονεµηθεί το Βραβείο Nobel (το 1909),
για τις εργασίες του πάνω στην κατάλυση.
Ο Boltzmann πέθανε ακριβώς πριν δικαιωθούν κατα-

φανώς και γίνουν καθολικά αποδεκτές οι αντιλήψεις του
για τα άτοµα. Είχε υποφέρει από κατάθλιψη και συναι-
σθηµατικές µεταπτώσεις σε όλη του τη ζωή. Αυτοκτόνη-
σε µε απαγχονισµό τον Σεπτέµβριο του 1906 στην Ιταλία
όπου βρισκόταν για διακοπές, τη στιγµή που η σύζυγος
και η κόρη του κολυµπούσαν. Η περίφηµη εξίσωσή του
που συνδέει την εντροπία S µε το πλήθος των µικροκα-
ταστάσεωνW (Ω σε αυτό το βιβλίο) είναι

S = k logW (3.57)

και είναι χαραγµένη πάνω στον τάφο του στη Βιέννη. Η
σταθερά k ονοµάζεται «σταθερά του Boltzmann», και σε
αυτό το βιβλίο συµβολίζεται kB.




