
Κάποια φυσικά συστήματα μπορούν να θεωρηθούν διαισθη-
τικά ως συνδυασμοί κινήσεων διαφορετικών ειδών, όπως η κί-
νηση στον χώρο και μια εσωτερική κίνηση. Αυτές οι διαισθη-
τικές έννοιες μπορούν να δικαιολογηθούν μαθηματικά και τυ-
πικά καταλήγουν σε ξεχωριστές, αλλά μερικές φορές συνδεό-
μενες, εξισώσεις για κάθε τύπο κίνησης.

(α) Σωματίδιο πάνω σε σφαίρα
Στην παράγραφο αυτή δείχνουμε πώς διαχωρίζουμε την εξί-
σωση του Schrödinger για ένα σωματίδιο που μπορεί να κινεί-
ται πάνω στην επιφάνεια μιας σφαίρας σε ξεχωριστές εξισώ-
σεις για την αζιμούθια γωνία φ και για το γεωγραφικό πλά-
τος θ. 

Η εξίσωση του Schrödinger για την κίνηση ενός σωματιδί-
ου μάζας m πάνω στην επιφάνεια μιας σφαίρας είναι
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Η λαπλασιανή είναι 
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και η λεζαντριανή είναι
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Επειδή το r είναι σταθερό, το μέρος της λαπλασιανής όπου 
εμπλέκεται η παραγώγιση ως προς r μπορεί να απαλειφθεί, 
και η εξίσωση γίνεται τότε 
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Συναρτήσει της ροπής αδράνειας, I = mr2, η έκφραση αυτή γί-
νεται
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Βήμα 1 Εισάγουμε τη διαχωρισμένη πιθανή λύση

Εισάγουμε την ψ = ΘΦ και παίρνουμε 
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Χρησιμοποιούμε τώρα το γεγονός ότι οι Θ και Φ είναι η καθε-
μιά συνάρτηση μίας μεταβλητής, οπότε οι μερικές παράγωγοι 
γίνονται ολικές: 
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Διαιρώντας και τα δύο μέλη με ΘΦ και πολλαπλασιάζο-
ντας με sin2θ, παίρνουμε
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και, έπειτα από αναδιάταξη,
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Βήμα 2 Επαληθεύουμε ότι η έκφραση είναι διαχωρίσιμη

Ο πρώτος όρος στα αριστερά εξαρτάται μόνο από το φ και οι  
υπόλοιποι δύο όροι μόνο από το θ. Επομένως, κάθε όρος ισού-
ται με μια σταθερά. Έτσι, αν ο πρώτος όρος τεθεί ίσος με τη 
σταθερά ml

2− , οι διαχωρισμένες εξισώσεις είναι
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(β) Υδρογονοειδή άτομα
Σκοπός μας σε αυτόν τον υπολογισμό είναι να δείξουμε ότι η 
πλήρης εξίσωση του Schrödinger για ένα υδρογονοειδές άτο-
μο διαχωρίζεται σε δύο εξισώσεις, μία για την κίνηση ολόκλη-
ρου του ατόμου στον χώρο και μια άλλη για την κίνηση του 
ηλεκτρονίου σε σχέση με τον πυρήνα. 

Βήμα 1 Διαχωρίζουμε την εσωτερική κίνηση από την εξωτερι-
κή κίνηση

Θεωρούμε ένα μονοδιάστατο σύστημα (που γενικεύεται εύ-
κολα στις τρεις διαστάσεις), στο οποίο η δυναμική ενέργεια 
εξαρτάται μόνο από την απόσταση των δύο σωματιδίων. Η 
ολική ενέργεια είναι 
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όπου =p m x t(d /d )1 1 1  και =p m x t(d /d )2 2 2 . Το κέντρο μάζας 
(Σχ. 1) βρίσκεται στο

X m
m x m

m x m m m1
1

2
2 1 2= + = +  � (4α)

και η απόσταση των σωματιδίων είναι x = x1 - x2. Έπεται ότι
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Σχήμα 1  Οι συντεταγμένες που χρησιμοποιούνται για τη μελέτη 
του διαχωρισμού τη σχετικής κίνησης των δύο σωματιδίων από 
την κίνηση του κέντρου μάζας τους (της μαύρης τελείας).

ΕΜΒΑΘΥΝΣΗ 3  Χωρισμός μεταβλητών
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Οι γραμμικές ορμές των σωματιδίων μπορούν τώρα να εκφρα-
στούν συναρτήσει των ρυθμών μεταβολής των x και X:
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Τότε, με
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έπεται ότι
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Γράφοντας P m X t(d /d )=  για τη γραμμική ορμή ολόκληρου 
του μορίου και p x t(d /d )µ= , έπεται ότι
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Η αντίστοιχη χαμιλτονιανή (γενικευμένη στις τρεις διαστά-
σεις) είναι επομένως
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όπου στον πρώτο όρο η παραγώγιση γίνεται ως προς τις συ-
ντεταγμένες του κέντρου μάζας και στον δεύτερο ως προς τις 
σχετικές συντεταγμένες.

Γράφουμε τώρα την ολική κυματοσυνάρτηση ως το γινό-
μενο ψολική(X,x) = ψc.m.(X)ψ(x , όπου ο πρώτος παράγοντας 
είναι συνάρτηση μόνο των συντεταγμένων του κέντρου μά-
ζας και ο δεύτερος συνάρτηση μόνο των σχετικών συντεταγ-
μένων. Η ολική εξίσωση του Schrödinger Ĥψολική = Eολικήψολική, 
διαχωρίζεται τότε, με Eολική = Ec.m. + E.

Βήμα 2 Γράφουμε την εξίσωση του Schrödinger που συνδέεται 
με την εσωτερική κίνηση

Η εξίσωση του Schrödinger για την εσωτερική κίνηση ενός 
υδρογονοειδούς ατόμου είναι
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Δοκιμάζουμε μια λύση της μορφής RYψ = , όπου το R εξαρτά-
ται μόνο από την ακτίνα και το Y εξαρτάται μόνο από τις γω-
νιακές συντεταγμένες. Τότε
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και επομένως

Y R
r

Y
r

R
r

R
r Y VRY ERY2

d
d

2 d
d

2 2

2 2
2

µ− + + Λ






+ =  � (9γ)

όπου οι μερικές παράγωγοι ως προς r έχουν αντικατασταθεί 
από ολικές παραγώγους διότι το R εξαρτάται μόνο από το r. 
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με r2/RY, παίρνουμε
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Οι συναρτήσεις Y ικανοποιούν την εξίσωση
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έτσι η εξίσωση 9δ γίνεται
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Βήμα 3 Γράφουμε μια έκφραση για την ακτινική συνεισφορά

Συνεχίζοντας το επιχείρημα από το βήμα 2, γράφουμε ξανά 
την εξ. 9ε διαιρώντας και τα δύο μέλη με r2 και πολλαπλασιά-
ζοντας με R. Το αποτέλεσμα είναι
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Επειδή για ένα υδρογονοειδές άτομο είναι ε= − πV Ze r/42
0 , 

γράφουμε
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και η εξίσωση γίνεται
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Η έκφραση αυτή, η ακτινική κυματική εξίσωση, έχει τη μορ-
φή εξίσωσης του Schrödinger. Περιγράφει την κίνηση ενός 
σωματιδίου μάζας μ στην περιοχή  0 ≤ r < ∞ όπου η δυναμική 
ενέργεια είναι Veff. Λύνοντας την εξίσωση αυτή βρίσκουμε τις 
ακτινικές κυματοσυναρτήσεις R. 

(γ) Αρμονικός ταλαντωτής
Σκοπός μας σε αυτόν τον υπολογισμό είναι να δείξουμε ότι η 
πλήρης εξίσωση του Schrödinger για τη δόνηση ενός διατομι-
κού μορίου (με αρμονικό δυναμικό) διαχωρίζεται σε δύο εξι-
σώσεις, μια για την κίνηση του μορίου στον χώρο και μια για  
τη σχετική κίνηση των ατόμων.

Βήμα 1 Γράφουμε την εξίσωση του Schrödinger για το μόριο

Η ολική ενέργεια δύο ατόμων με μάζες m1 και m2 που είναι 
ελεύθερα να κινούνται σε μία διάσταση και υπόκεινται σε δυ-
ναμική ενέργεια που εξαρτάται από τη μεταξύ τους απόστα-
ση είναι
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Όπως και στο μέρος (β), οι γραμμικές ορμές των σωματιδίων 
μπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των ρυθμών μεταβολής 
της απόστασης x και της θέσης του κέντρου μάζας, X:
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Τότε, με
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Γράφοντας P m X t(d /d )=  για τη γραμμική ορμή ολόκληρου 
του μορίου και p x t(d /d )µ= , η ολική ενέργεια γίνεται

E P
m

p V x2 2 ( )ολική

2 2

µ= + +  � (17α)

Για αρμονικό ταλαντωτή
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Σε αυτό το στάδιο, επομένως, η χαμιλτονιανή είναι
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και η εξίσωση του Schrödinger είναι
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Βήμα 2 Δείχνουμε ότι η εξίσωση διαχωρίζεται

Γράφουμε την ολική κυματοσυνάρτηση ως το γινόμενο
ψολική(X,x) = ψc.m.(X)ψ(x , όπου η ψολική(X,x) = ψc.m.(X)ψ(x είναι συνάρτηση 
μόνο της συντεταγμένης του κέντρου μάζας και η ψολική(X,x) = ψc.m.(X)ψ(x  είναι 
συνάρτηση μόνο της απόστασης των ατόμων. Η ολική εξίσω-
ση του Schrödinger γίνεται τότε
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και επομένως
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Διαιρώντας με ψολική(X,x) = ψc.m.(X)ψ(x , η εξίσωση αυτή γί-
νεται
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Επομένως, με το σύνηθες επιχείρημα χωρισμού των μεταβλη-
τών, κάθε όρος κάτω από τα άγκιστρα ισούται με μια σταθερά, 
και το άθροισμά τους, Ec.m. + E, είναι η ολική ενέργεια, Eολική. 
Η συνεισφορά που εξαρτάται μόνο από το x, μετά από κάποια 
αναδιάταξη, είναι
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που είναι η εξίσωση για ένα σωματίδιο ενεργού μάζας μ σε πα-
ραβολική δυναμική ενέργεια. Ο διαχωρισμός δεν εξαρτάται 
από το αν η δυναμική ενέργεια είναι παραβολική. το επιχείρη-
μα εξαρτάται μόνο από το αν η δυναμική ενέργεια εξαρτάται 
από την απόσταση των δύο ατόμων. ισχύει επομένως και για 
αναρμονική ταλάντωση.


