
ΕΡΓΑΛΕΙΟΘΗΚΗ ΤΟΥ ΧΗΜΙΚΟΥ 10  Τέλεια διαφορικά

Έστω ότι το df μπορεί να εκφραστεί ως εξής:

f g x y x h x y yd ( , )d ( , )d= +

Είναι το df τέλειο διαφορικό; Αν είναι τέλειο, τότε μπορεί να 
εκφραστεί στη μορφή
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Συγκρίνοντας τις δύο εκφράσεις, βρίσκουμε
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Οι διαδοχικές παράγωγοι μπορούν να ληφθούν με οποιαδήπο-
τε σειρά σύμφωνα με τις ιδιότητες των μερικών παραγώγων:
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Παίρνοντας την πρώτη παράγωγο της πρώτης εξίσωσης ως 
προς x, και της δεύτερης ως προς y, βρίσκουμε
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Σύμφωνα με την ιδιότητα των μερικών παραγώγων, οι δύο 
αυτές διαδοχικές παράγωγοι της f ως προς x και y πρέπει να 
είναι ίσες, συνεπώς
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Αν ικανοποιείται η ισότητα, τότε το f g x y x h x y yd ( , )d ( , )d= +  
είναι τέλειο διαφορικό. Αντίστροφα, αν είναι ήδη γνωστό ότι 
το df είναι τέλειο διαφορικό, τότε έπεται αυτή η σχέση μεταξύ 
των μερικών παραγώγων.

Σύντομη εφαρμογή 10.1: Τέλεια διαφορικά

Έστω ότι
g x,y h x,y

f ax y x ax by yd 3 d ( 2 )d
( ) ( )

2 3= + +

Για να ελέγξουμε αν το df είναι τέλειο, σχηματίζουμε τις 
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Οι δύο δεύτερες παράγωγοι είναι ίσες, έτσι το df είναι τέλειο 
διαφορικό και η συνάρτηση f(x,y) μπορεί να κατασκευαστεί 
(δείτε παρακάτω).

Σύντομη εφαρμογή 10.2: Μη τέλεια διαφορικά

Έστω ότι συναντάμε την ακόλουθη έκφραση:

g x,y h x,y

f ax y x ax by yd 3 d ( 2 )d
( ) ( )

2 2= + +

(Σημειώστε την παρουσία του ax2 αντί του ax3 από την προ-
ηγούμενη Σύντομη εφαρμογή). Για να ελέγξουμε αν πρόκει-
ται για τέλειο διαφορικό, σχηματίζουμε τις
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Οι δύο αυτές εκφράσεις δεν είναι ίσες, οπότε η μορφή αυτή 
του df δεν είναι τέλειο διαφορικό και δεν υπάρχει αντίστοιχη 
ολοκληρωμένη συνάρτηση της μορφής f(x,y).

Περαιτέρω πληροφορίες
Αν το df είναι τέλειο, τότε

•	 Αν γνωρίζουμε τις συναρτήσεις g και h μπορούμε να 
κατασκευάσουμε τη συνάρτηση f.

•	 Έπεται ότι το ολοκλήρωμα του df μεταξύ καθορισμέ-
νων ορίων είναι ανεξάρτητο από τη διαδρομή μεταξύ 
αυτών των ορίων.

Το πρώτο συμπέρασμα επιδεικνύεται καλύτερα μέσω ενός 
παραδείγματος.

Σύντομη εφαρμογή 10.3: Η ανακατασκευή μιας εξίσωσης

Θεωρούμε το διαφορικό f = 3ax2ydx + (ax3 + 2by)dy , για το 
οποίο γνωρίζουμε ότι είναι τέλειο. Επειδή (∂f/∂x)y = 3ax2y ,  
μπορούμε να ολοκληρώσουμε ως προς x με το y σταθερό, και 
να προκύψει

f ax y x ay x x ax y kd 3  d 3  d2 2 3∫ ∫∫= = = = +f

όπου η σταθερά ολοκλήρωσης k μπορεί να εξαρτάται από το 
y (το οποίο χειριστήκαμε ως σταθερό κατά την ολοκλήρωση) 
αλλά όχι από το x. Για να βρούμε το k(y), σημειώνουμε ότι 
(∂f/∂y)x = ax3 + 2by , και επομένως
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από την οποία προκύπτει ότι k = by2 + σταθερά . Συνεπώς

f(x,y) = ax3y + by2 + σταθερά
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Η τιμή της σταθεράς βρίσκεται με εφαρμογή των συνοριακών 
συνθηκών έτσι, αν είναι γνωστό ότι f(0,0) = 0, τότε η σταθε-
ρά ισούται με το μηδέν.

Το να δείξουμε ότι το ολοκλήρωμα του df είναι ανεξάρτη-
το της διαδρομής είναι πλέον εύκολο. Επειδή το df είναι δια-
φορικό, το ολοκλήρωμά του μεταξύ των ορίων a και b είναι

f b f ad ( ) ( )
a

b

∫ = −  f

Η τιμή του ολοκληρώματος εξαρτάται μόνο από τις τιμές στα 
δύο όρια και είναι ανεξάρτητη της μεταξύ τους διαδρομής. Αν 
το df δεν είναι τέλειο διαφορικό, η συνάρτηση f δεν υπάρχει, 
και αυτό δεν ισχύει πλέον. Σε τέτοιες περιπτώσεις, το ολο-
κλήρωμα του df εξαρτάται από τη διαδρομή.

Σύντομη εφαρμογή 10.4: Ολοκλήρωμα που εξαρτάται από 
τη διαδρομή

Θεωρήστε το μη τέλειο διαφορικό (την έκφραση με το ax2 στη 
θέση του ax3 μέσα στις δεύτερες παρενθέσεις):

df = 3ax2ydx + (ax2 + 2by)dy

Έστω ότι ολοκληρώνουμε το df από το (0,0) έως το (2,2) κατά 
μήκος των δύο διαδρομών που φαίνονται στο Σχέδιο 1.
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Κατά μήκος της Διαδρομής 1, έχουμε
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ενώ κατά μήκος της Διαδρομής 2, είναι
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Τα δύο ολοκληρώματα δεν είναι ίσα.

Ένα μη τέλειο διαφορικό μπορεί μερικές φορές να μετατρα-
πεί σε τέλειο αν πολλαπλασιαστεί με έναν παράγοντα που εί-
ναι γνωστός ως ολοκληρωτικός παράγοντας. Ένα παράδειγμα 
από τη φυσική είναι ο ολοκληρωτικός παράγοντας 1/T που 
μετατρέπει το μη τέλειο διαφορικό dqαντ στο τέλειο διαφορικό 
dS στη θερμοδυναμική (Ενότητα 3Β στο βιβλίο).

Σύντομη εφαρμογή 10.4: Ολοκληρωτικός παράγοντας

Το διαφορικό df = 3ax2ydx + (ax2 + 2by)dy  είναι μη τέλειο. 
το ίδιο ισχύει όταν b = 0 και έτσι χάριν απλότητας θεωρούμε 
αντί αυτού το df = 3ax2ydx + ax2dy . Πολλαπλασιάζοντας το 
df με xmyn και γράφοντας xmyndf = df ′, παίρνουμε
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Για να είναι το νέο διαφορικό τέλειο, πρέπει οι δύο αυτές πα-
ράγωγοι να είναι ίσες, έτσι γράφουμε

3a(n + 1)xm+2yn = a(m + 2)xm+1yn

η οποία απλουστεύεται στην

3(n + 1)x = m + 2

Η μόνη λύση που είναι ανεξάρτητη του x  είναι η n = -1 και 
m = -2. Έπεται ότι το

df ′ = 3adx + (a/y)dy

είναι τέλειο διαφορικό. Με τη διαδικασία που ήδη δείξαμε, η 
ολοκληρωμένη του μορφή είναι η 

f ′(x,y) = 3ax + a ln y + σταθερά


