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Στις τρεις διαστάσεις, τα διανύσματα u (με συνιστώσες ux, uy, 
και uz) και v (με συνιστώσες vx, vy, και vz) έχουν τη γενική μορ-
φή:

u = uxi + uy  j + uzk v = vxi + vy  j + vzk

όπου i, j, και k τα μοναδιαία διανύσματα, διανύσματα μέτρου 
1, που δείχνουν προς τις θετικές κατευθύνσεις στους άξονες 
x, y, και z. Οι πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, και του 
πολλαπλασιασμού έχουν ως εξής:

1. Πρόσθεση:

v + u = (vx + ux)i + (vy + uy)j + (vz + uz)k

2. Αφαίρεση:

v − u = (vx − ux)i + (vy − uy)j + (vz − uz)k

Σύντομη εφαρμογή 22.1: Πρόσθεση και αφαίρεση

Θεωρούμε τα διανύσματα u = i − 4j + k (που έχει μέτρο 4,24) 
και v = −4i + 2 j + 3k (μέτρου 5,39). Το άθροισμά τους είναι

u + v = (1 – 4)i + (–4 + 2)j + (1 + 3)k = –3i – 2j + 4k

Το μέτρο του αθροίσματος είναι 291/2 = 5,39. Η διαφορά των 
δύο διανυσμάτων είναι 

u – v = (1 + 4)i + (–4 – 2)j + (1 – 3)k = 5i – 6j – 2k

Το μέτρο αυτού του διανύσματος είναι 8,06. Σημειώστε ότι σε 
αυτή την περίπτωση η διαφορά έχει μεγαλύτερο μέτρο από 
καθένα από τα αρχικά διανύσματα.

3. Πολλαπλασιασμός:
(α) Το εσωτερικό γινόμενο, ή βαθμωτό γινόμενο, των 

δύο διανυσμάτων u και v είναι

u·v = uxvx + uyvy + uzvz

Το εσωτερικό γινόμενο ενός διανύσματος με τον εαυτό του 
δίνει το τετράγωνο του μέτρου του διανύσματος.

u·u = ux
2 + uy

2 + uz
2 = u2

(β) Το εξωτερικό γινόμενο, δύο διανυσμάτων είναι
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= (uyvz − uzvy)i − (uxvz − uzvx)j + (uxvy − uyvx)k

(Οι ορίζουσες μελετώνται στην Εργαλειοθήκη του χημικού 23) 
Αν τα δύο διανύσματα ανήκουν στο επίπεδο που ορίζεται από 
τα μοναδιαία διανύσματα i και j, το εξωτερικό τους γινόμενο 
είναι παράλληλο στο μοναδιαίο διάνυσμα k.

Σύντομη εφαρμογή 22.2: Εσωτερικό και εξωτερικό γινό-
μενο

Το εσωτερικό και το εξωτερικό γινόμενο των δύο διανυσμά-
των από τη Σύντομη εφαρμογή 22.1, u = i − 4j + k (μέτρου 4,24) 
και v = −4i + 2 j + 3k (μέτρου 5,39) είναι

u ⋅ v = {1 × (–4)} + {(–4) × 2} + {1 × 3} = –9
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=  {(−4)(3) − (1)(2)}i − {(1)(3) − (1)(−4)}j + {(1)(2) −  
(−4)(−4)}k

 = −14i − 7j − 14kΤο εξωτερικό γινόμενο είναι ένα διάνυσμα μέτρου 21,00 με 
κατεύθυνση κάθετη στο επίπεδο που ορίζεται από τα αρχικά 
δύο διανύσματα.

Περαιτέρω πληροφορίες

Ο χειρισμός των διανυσμάτων συχνά αναπαρίσταται γραφικά. 
Θεωρούμε δύο διανύσματα v και u που σχηματίζουν γωνία θ 
(Σχέδιο 22.1α). Το πρώτο βήμα για την εκτέλεση της πρόσθε-
σης του u με το v είναι να ενώσουμε το πέρας του u με την αρ-
χή του v. Στο δεύτερο βήμα, σχεδιάζουμε ένα διάνυσμα υres, τη 
συνισταμένη, με αρχή την αρχή του u και τέλος το πέρας του 
v (Σχέδιο 22.1γ). Αν αντιστρέψουμε τη σειρά της πρόσθεσης 
οδηγούμαστε στο ίδιο αποτέλεσμα. δηλαδή, προκύπτει η ίδια 
συνισταμένη υres είτε προσθέσουμε το u στο v είτε το v στο u. 
Για να υπολογίσουμε το μέτρο του υres, σημειώνουμε ότι

v2
res  = (u + v)⋅(u + v) = u⋅u + v⋅v + 2u⋅v  
= u2 + v2 + 2uv cos θ′ 

υ

u

θ ′

u + υ

υ

u

θ ′ υ

u

θ ′

π – θ ′

(α) (β) (γ)

Σχέδιο 22.1

υres=

θ = 

όπου θ = π – θ′  είναι η γωνία μεταξύ των u και v. Συναρτήσει της γω-
νίας θ = π – θ′  που φαίνεται στο Σχέδιο, και με τη βοήθεια της 
σχέσης cos(π – θ) = –cos θ, βρίσκουμε ότι

v2
res = u2 + v2 – 2uv cos θ Νόμος συνημιτόνων 

Η έκφραση αυτή αποτελεί τον νόμο των συνημιτόνων για τη 
σχέση μεταξύ των μηκών των πλευρών ενός τριγώνου.
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Η αφαίρεση του u από το v αντιστοιχεί σε πρόσθεση του -u 
στο v. Έπεται ότι στο πρώτο βήμα της αφαίρεσης σχεδιάζουμε 
το -u αντιστρέφοντας την κατεύθυνση του u (Σχέδιο 22.2α). 
Έπειτα, το δεύτερο βήμα είναι η πρόσθεση του -u με το v με 
βάση τον κανόνα που φαίνεται στο Σχέδιο. τέλος, φέρνουμε τη 
συνισταμένη vres ενώνοντας την αρχή του v με το πέρας του 
-u (Σχέδιο 22.2β).
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Για να αναπαραστήσουμε γραφικά τον διανυσματικό πολλα-
πλασιασμό, σχεδιάζουμε ένα διάνυσμα (χρησιμοποιώντας τον 
κανόνα του δεξιού χεριού) κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα 
διανύσματα u και v, όπως φαίνεται στο Σχέδιο 22.3. Το μήκος 
του νέου διανύσματος είναι ίσο με uυ sin θ, όπου θ η γωνία με-
ταξύ των u και v. Σημειώστε ότι το u ×  v (Σχέδιο 22.3α) έχει 
κατεύθυνση αντίθετη του v ×  u (Σχέδιο 22.3β).
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