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Παράγωγοι

3
ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Στο Κεφάλαιο 2 είδαμε πώς προσδιορίζουμε την κλίση μιας 
καμπύλης σε ένα σημείο και πώς μετράμε τον ρυθμό μεταβολής μιας συνάρ-
τησης. Τώρα που έχουμε μελετήσει τα όρια, μπορούμε να ορίσουμε αυτές τις 
έννοιες με ακρίβεια και να αντιληφθούμε ότι αποτελούν και οι δύο ερμηνείες 
της παραγώγου μιας συνάρτησης σε ένα σημείο. Στη συνέχεια, επεκτείνουμε 
την έννοια αυτή από το ένα σημείο στην παράγωγο συνάρτηση, και αναπτύσ-
σουμε κανόνες εύκολης εύρεσης αυτής της συνάρτησης, χωρίς να απαιτείται ο 
άμεσος υπολογισμός ορίων. Οι κανόνες αυτοί χρησιμοποιούνται για την εύρε-
ση των παραγώγων πολλών από τις συνήθεις συναρτήσεις που αναφέραμε στο 
Κεφάλαιο 1, όπως και διάφορων συνδυασμών τους.

Η παράγωγος χρησιμοποιείται για τη μελέτη μεγάλου εύρους προβλη-
μάτων στα μαθηματικά, στις φυσικές επιστήμες, στην οικονομία και στην 
ιατρική. Στα προβλήματα αυτά συμπεριλαμβάνονται η εύρεση λύσεων πολύ 
γενικών εξισώσεων, ο υπολογισμός της ταχύτητας και της επιτάχυνσης ενός 
κινούμενου σώματος, η περιγραφή της διαδρομής που ακολουθεί μια ακτίνα 
φωτός από ένα σημείο στον αέρα σε ένα σημείο στο νερό, η εύρεση του αριθ-
μού των προϊόντων που θα πρέπει να παραγάγει μια εταιρεία προκειμένου να 
μεγιστοποιήσει το κέρδος της, η μελέτη της διάδοσης μιας λοιμώδους ασθέ-
νειας σε δεδομένο μέγεθος πληθυσμού, ή τέλος η μέτρηση της ποσότητας του 
αίματος που αντλεί η καρδιά ανά λεπτό με βάση το πόσο καλά λειτουργούν οι 
πνεύμονες.

3.1  Εφαπτόμενες και παράγωγος σε σημείο

Στην ενότητα αυτή ορίζουμε την κλίση και την εφαπτομένη μιας καμπύλης σε 
ένα σημείο, καθώς και την παράγωγο μιας συνάρτησης σε ένα σημείο. Η πα-
ράγωγος δίνει έναν τρόπο εύρεσης της κλίσης μιας γραφικής παράστασης κα-
θώς και του στιγμιαίου ρυθμού μεταβολής μιας συνάρτησης.

Εύρεση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση 
μιας συνάρτησης

Για να βρούμε την εφαπτομένη σε τυχούσα καμπύλη y = ƒ(x) σε ένα σημείο 
P(x0, ƒ(x0)), χρησιμοποιούμε τη διαδικασία που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 
2.1. Υπολογίζουμε την κλίση της τέμνουσας που διέρχεται από το P και ένα γει-
τονικό σημείο Q(x0 + h, ƒ(x0 + h)). Έπειτα διερευνούμε το όριο της κλίσης 
καθώς h S 0 (Σχήμα 3.1). Αν το όριο υπάρχει, το ονομάζουμε κλίση της κα-
μπύλης στο σημείο P και ορίζουμε ως εφαπτομένη στο P την ευθεία με αυτή 
την κλίση που διέρχεται από το P.
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ΣΧΗΜΑ 3.1 Η κλίση της εφαπτομένης στο 

P ισούται με lim
hS0

 
ƒ(x0 + h) - ƒ(x0)

h
 .



ΟΡΙΣΜΟΙ Η κλίση της καμπύλης y = ƒ(x) στο σημείο P(x0, ƒ(x0)) 
ισούται με τον αριθμό

lim
hS0

 
ƒ(x0 + h) - ƒ(x0)

h
,

υπό την προϋπόθεση ότι το όριο υπάρχει. Η εφαπτόμενη ευθεία στην 
καμπύλη στο P είναι η ευθεία που διέρχεται από το P με αυτήν την κλίση.

Στο Παράδειγμα 3 της Ενότητας 2.1 εφαρμόσαμε αυτούς τους ορισμούς 
για να βρούμε την κλίση της παραβολής ƒ(x) = x2 στο σημείο P(2, 4) και την 
εφαπτόμενη ευθεία στην παραβολή στο P. Ας δούμε ένα ακόμη παράδειγμα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1
(α) Βρείτε την κλίση της καμπύλης y = 1>x σε τυχόν σημείο x = a ≠ 0. 

Ποια η κλίση στο σημείο x = -1;

(β) Σε ποια σημεία η κλίση ισούται με -1>4;

(γ) Πώς αλλάζει η εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο (a, 1>a) καθώς το a 
μεταβάλλεται;

Λύση
(α) Εδώ, ƒ(x) = 1>x. Η κλίση στο (a, 1>a) είναι

 lim
hS0

 
ƒ(a + h) - ƒ(a)

h
= lim

hS0
 

1
a + h

- 1
a

h
= lim

hS0
  1
h

  
a - (a + h)

a(a + h)

 = lim
hS0

  -h
ha(a + h)

= lim
hS0

  -1
a(a + h)

= -  1
a2 .

  Προσέξτε ότι εξακολουθούμε να γράφουμε «limhS0» πριν από κάθε κλά-
σμα, μέχρι να μπορέσουμε να υπολογίσουμε το όριο αντικαθιστώντας 
h = 0. Ο αριθμός a μπορεί να είναι είτε θετικός είτε αρνητικός, αλλά όχι 
μηδέν. Για a = -1, η κλίση είναι -1>(-1)2 = -1 (Σχήμα 3.2).

(β) Η κλίση της y = 1>x στο x = a είναι -1>a2. Θα ισούται με -1>4 εφό-
σον

-  1
a2 = -  1

4
.

  Η εξίσωση αυτή ισοδυναμεί με την a2 = 4, έτσι a = 2 ή a = -2. Η κα-
μπύλη έχει κλίση -1>4 στα δύο σημεία (2, 1>2) και (-2, -1>2) (Σχήμα 
3.3).

(γ) Η κλίση -1>a2 είναι πάντα αρνητική αν a ≠ 0. Καθώς a S 0+, η κλίση 
τείνει στο -q και η εφαπτομένη γίνεται ολοένα πιο απότομη (Σχήμα 
3.2). Το ίδιο παρατηρούμε καθώς a S 0-. Καθώς το a απομακρύνεται 
από την αρχή προς οποιαδήποτε κατεύθυνση, η κλίση τείνει στο 0 και η 
εφαπτομένη τείνει να γίνει οριζόντια. 

Ρυθμοί μεταβολής: παράγωγος σε σημείο

Η έκφραση
ƒ(x0 + h) - ƒ(x0)

h
, h ≠ 0

ονομάζεται πηλίκο διαφορών της ƒ στο x0 με βήμα h. Αν το πηλίκο διαφο-
ρών έχει όριο καθώς το h τείνει στο μηδέν, το όριο αυτό έχει ειδική ονομασία 
και συμβολισμό.

a          b
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y

2,

y = 1
x

1
2

−2, −1
2

Η κλίση είναι −1
4

Η κλίση είναι −1
4

a    b

ΣΧΗΜΑ 3.3 Οι δύο εφαπτόμενες 
ευθείες  στην y = 1>x με κλίση -1>4 
(Παράδειγμα 1).

x

y

y = 1
x

Η κλίση είναι − 1
a2

Η κλίση είναι −1
στο x = −1 

a0

ΣΧΗΜΑ 3.2 Η κλίση της εφαπτομένης 
είναι απότομη κοντά στην αρχή, αλλά 
εξομαλύνεται βαθμιαία καθώς το σημείο 
απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων 
(Παράδειγμα 1).
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ΟΡΙΣΜΟΣ Η παράγωγος μιας συνάρτησης ƒ σε ένα σημείο x0, που 
συμβολίζεται με ƒ′(x0), είναι

ƒ′(x0) = lim
hS0

 
ƒ(x0 + h) - ƒ(x0)

h
,

υπό την προϋπόθεση ότι το όριο υπάρχει.

Η παράγωγος έχει περισσότερες από μία σημασίες, ανάλογα με το πρό-
βλημα που εξετάζουμε. Ο τύπος για την παράγωγο είναι ίδιος με τον τύπο της 
κλίσης της καμπύλης y = ƒ(x) σε ένα σημείο. Αν ερμηνεύσουμε το πηλίκο 
διαφορών ως την κλίση μιας τέμνουσας ευθείας, τότε η παράγωγος δίνει την 
κλίση της καμπύλης y = ƒ(x) στο σημείο P(x0, ƒ(x0)). Αν ερμηνεύσουμε το 
πηλίκο διαφορών ως μέσο ρυθμό μεταβολής (Ενότητα 2.1), τότε η παράγωγος 
δίνει τον στιγμιαίο ρυθμό μεταβολής της συνάρτησης ως προς x στο σημείο 
x = x0. Θα μελετήσουμε την ερμηνεία αυτή στην Ενότητα 3.4.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2  Στα Παραδείγματα 1 και 2 της Ενότητας 2.1, μελετήσα-
με την ταχύτητα ενός βράχου που αφηνόταν να πέσει ελεύθερα κοντά στην 
επιφάνεια της γης. Μας ήταν γνωστό ότι πέφτοντας ο βράχος διανύει 
y = 4,9 t2 m κατά τη διάρκεια των πρώτων t sec, oπότε χρησιμοποιήσαμε μια 
ακολουθία μέσων ρυθμών μεταβολής για ολοένα και μικρότερα χρονικά δια-
στήματα, για να εκτιμήσουμε την ταχύτητα του βράχου τη στιγμή t = 1. Ποια 
ήταν όμως ακριβώς η ταχύτητα του βράχου εκείνη τη στιγμή;

Λύση Έστω ƒ(t) = 4,9t2. Η μέση ταχύτητα του βράχου στο διάστημα μετα-
ξύ t = 1 και t = 1 + h δευτερολέπτων, για h 7 0, βρέθηκε ίση με

ƒ(1 + h) - ƒ(1)
h

=
4,9(1 + h)2 - 4,9(1)2

h
=

4,9(h2 + 2h)
h

= 4,9(h + 2).

Η ταχύτητα του βράχου τη στιγμή t = 1 ήταν επομένως

 ƒ′(1) = lim
hS0

 4,9(h + 2) = 4,9(0 + 2) = 9,8 m>sec. 

Περίληψη

Μιλήσαμε για κλίση καμπύλης, εφαπτομένη καμπύλης, ρυθμό μεταβολής συ-
νάρτησης και για παράγωγο συνάρτησης σε σημείο. Όλες αυτές οι έννοιες 
βασίζονται στο ίδιο όριο.

Τα ακόλουθα είναι όλα ερμηνείες του ορίου του πηλίκου διαφορών,

lim
hS0

 
ƒ(x0 + h) - ƒ(x0)

h
.

1. Η κλίση της γραφικής παράστασης της y = ƒ(x) στο x = x0

2. Η κλίση της εφαπτομένης στην καμπύλη y = ƒ(x) στο x = x0

3. Ο ρυθμός μεταβολής της ƒ(x) ως προς x στο x = x0

4. Η παράγωγος ƒ′(x0) στο x = x0

Στις επόμενες ενότητες, το σημείο x0 μπορεί να παίρνει τιμές μέσα από το πε-
δίο ορισμού της συνάρτησης ƒ.

Το σύμβολο ƒ′(x0) διαβάζεται 
«ƒ τόνος του x0».
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Ερμηνεία τιμών παραγώγου
 23. Καλλιέργεια κυττάρων μαγιάς Σε ένα ελεγχόμενο εργα-

στηριακό πείραμα καλλιεργούνται κύτταρα μαγιάς σε ένα 
αυτόματο σύστημα κυτταρικής καλλιέργειας που μετρά τον 
αριθμό P των κυττάρων σε ωριαία διαστήματα. Ο αριθμός 
αυτός μετά από t ώρες φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

t

p

0

100

1 2 3 4 5 6 7

200

50

150

250

α. Εξηγήστε τη σημασία της παραγώγου P′(5). Ποιες είναι 
οι μονάδες μέτρησής της;

β. Ποια τιμή είναι μεγαλύτερη, το P′(2) ή το P′(3); Αιτιο-
λογήστε την απάντησή σας.

γ. H καμπύλη του σχήματος περιγράφεται με βέλτιστο 
τρόπο από την εξίσωση P(t) = 6,10t2 - 9,28t + 16,43. 
Βρείτε τον στιγμιαίο ρυθμό μεταβολής της ανάπτυξης 
των κυττάρων για t = 5 ώρες.

 24. Δραστικότητα φαρμάκου Σε κλίμακα από 0 έως 1, η 
δραστικότητα E ενός παυσίπονου t ώρες μετά την είσοδό 
του στη ροή του αίματος παρουσιάζεται στο παρακάτω σχή-
μα.

t

E

0

0,4

1 2 3 4 5

0,8

0,2

0,6

1,0

α. Σε ποια χρονικά διαστήματα η δραστικότητα φαίνεται να 
αυξάνει; Τι ισχύει για την παράγωγο σε εκείνα τα δια-
στήματα;

β. Σε ποιο χρόνο εκτιμάτε ότι το φάρμακο αποκτά τη μέγι-
στη δραστικότητά του; Τι ισχύει για την παράγωγο τότε; 
Τι ισχύει για την παράγωγο σε διάστημα μίας ώρας πριν 
την τιμή που εκτιμήσατε;

Σε ποια σημεία έχουν οριζόντιες εφαπτόμενες οι συναρτήσεις 
των Ασκήσεων 25 και 26;
 25. ƒ(x) = x2 + 4x - 1 26. g(x) = x3 - 3x

 27. Βρείτε τις εξισώσεις όλων των ευθειών με κλίση -1 που 
εφάπτονται στην καμπύλη y = 1>(x - 1).

 28. Βρείτε μια εξίσωση για την εφαπτομένη της καμπύλης 
y = 2x με κλίση 1>4.

Ρυθμοί μεταβολής
 29. Πτώση αντικειμένου από πύργο Αντικείμενο αφήνεται 

να πέσει ελεύθερα από την κορυφή πύργου ύψους 100 m. 
Το ύψος του αντικειμένου πάνω από το έδαφος μετά από 
χρόνο t sec είναι 100 - 4,9t2 m. Με πόση ταχύτητα πέφτει 
το αντικείμενο 2 sec αφότου αφέθηκε ελεύθερο;

Κλίσεις και εφαπτόμενες ευθείες
Στις Ασκήσεις 1-4, χρησιμοποιήστε το πλέγμα και μια βοηθητι-
κή ευθεία για να εκτιμήσετε την κλίση της καμπύλης (σε μονά-
δες y ανά μονάδα x) στα σημεία P1 και P2.

 1.   2. 

  

x

y

1

2

10

P1

P2

      

x

y

0 1 2

2

1

−1

−2

P1

P2

−1−2

 3.   4. 

  

x

y

1 2

2

1

0

P1
P2

        

y

0 1−1

1

2

3

x

4

−2 2

P1 P2

Στις Ασκήσεις 5-10, βρείτε μια εξίσωση για την εφαπτομένη της 
καμπύλης στο εκάστοτε σημείο. Κατόπιν, σχεδιάστε πρόχειρα 
την καμπύλη μαζί με την εφαπτομένη της.

 5. y = 4 - x2, (-1, 3)   6. y = (x - 1)2 + 1, (1, 1)

 7. y = 22x, (1, 2)      8. y = 1
x2 , (-1, 1)

 9. y = x3, (-2, -8) 10. y = 1
x3 , a-2, -  

1
8
b

Στις Ασκήσεις 11-18, βρείτε την κλίση της γραφικής παράστα-
σης κάθε συνάρτησης στο εκάστοτε σημείο. Έπειτα βρείτε μια 
εξίσωση για την εφαπτομένη του γραφήματος στο ίδιο σημείο.

 11. ƒ(x) = x2 + 1, (2, 5) 12. ƒ(x) = x - 2x2, (1, -1)

 13. g(x) = x
x - 2

 , (3, 3) 14. g(x) = 8
x2 , (2, 2)

 15. h(t) = t3, (2, 8) 16. h(t) = t3 + 3t, (1, 4)

 17. ƒ(x) = 2x, (4, 2) 18. ƒ(x) = 2x + 1, (8, 3)

Στις Ασκήσεις 19-22, βρείτε την κλίση της καμπύλης στο εκά-
στοτε σημείο.
 19. y = 5x - 3x2, x = 1  20. y = x3 - 2x + 7, x = -2

 21. y = 1
x - 1

 , x = 3 22. y = x - 1
x + 1

 , x = 0

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 3.1
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x

y

0
ΧΩΡΙΣ ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΣΤΗΝ ΑΡΧΗ

y = g(x) = x2/3

37. Έχει η γραφική παράσταση της

ƒ(x) = c
-1, x 6 0

0, x = 0

1, x 7 0

  κατακόρυφη εφαπτομένη στην αρχή των αξόνων; Αιτιολο-
γήστε την απάντησή σας.

38. Έχει η γραφική παράσταση της

U(x) = e0, x 6 0

1, x Ú 0

  κατακόρυφη εφαπτομένη στο σημείο (0, 1); Αιτιολογήστε 
την απάντησή σας.

Στις Ασκήσεις 39-48, παραστήστε γραφικά τις καμπύλες.
  α.  Πού φαίνεται οι γραφικές παραστάσεις να έχουν κατα-

κόρυφες εφαπτόμενες;
  β.  Επαληθεύστε τα αποτελέσματά σας στο (α) με υπολογι-

σμούς ορίων. Αλλά πριν, διαβάστε την εισαγωγή στις 
Ασκήσεις 37 και 38.

 39. y = x2>5 40. y = x4>5

 41. y = x1>5 42. y = x3>5

 43. y = 4x2>5 - 2x 44. y = x5>3 - 5x2>3

 45. y = x2>3 - (x - 1)1>3 46. y = x1>3 + (x - 1)1>3

 47. y = e-2 0 x 0 , x … 0

2x, x 7 0
 48. y = 2 0 4 - x 0

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΕΙΣ ΜΕ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΗ
Στις Ασκήσεις 49-52, χρησιμοποιήστε κάποιο σύστημα υπολο-
γιστικής άλγεβρας για να εκτελέσετε τα εξής:
  α.  Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της y = ƒ(x) στο διά-

στημα (x0 - 1>2) … x … (x0 + 3).

  β. Κρατώντας σταθερό το x0, το πηλίκο διαφορών

q(h) =
ƒ(x0 + h) - ƒ(x0)

h

     στο x0 γίνεται συνάρτηση του εύρους h του βήματος. 
Εισάγετε τη συνάρτηση αυτή στο λογιστικό σας φύλλο.

  γ. Βρείτε το όριο της q καθώς h S 0.

  δ.  Ορίστε τις τέμνουσες ευθείες y = ƒ(x0) + q # (x - x0) 
για h = 3, 2, και 1. Σχεδιάστε τις στο ίδιο διάγραμμα με 
την ƒ και την εφαπτομένη, στο διάστημα του ερωτήμα-
τος (α).

 49. ƒ(x) = x3 + 2x, x0 = 0 

50. ƒ(x) = x + 5
x , x0 = 1

 51. ƒ(x) = x + sin (2x), x0 = p>2

 52. ƒ(x) = cos x + 4 sin (2x), x0 = p

T

 30. Ταχύτητα πυραύλου Στα t sec μετά την εκτόξευση, το 
ύψος ενός πυραύλου από το έδαφος είναι 3t2 m. Πόσο γρή-
γορα ανυψώνεται ο πύραυλος 10 sec μετά την εκτόξευση;

 31. Μεταβαλλόμενο εμβαδόν κύκλου Με ποιον ρυθμό μετα-
βάλλεται το εμβαδόν κύκλου (A = pr2)  ως προς την ακτί-
να του, όταν η ακτίνα ισούται με r = 3;

 32. Μεταβαλλόμενος όγκος σφαίρας Με ποιον ρυθμό μετα-
βάλλεται ο όγκος σφαίρας (V = (4>3)pr3)  ως προς την 
ακτίνα της, όταν η ακτίνα ισούται με r = 2;

 33. Δείξτε ότι η ευθεία y = mx + b ταυτίζεται με την εφαπτο-
μένη της σε κάθε σημείο (x0, mx0 + b).

 34. Βρείτε την κλίση της εφαπτομένης της καμπύλης y = 1>2x 
στο σημείο όπου x = 4.

Αναζήτηση εφαπτομένης
35. Έχει η γραφική παράσταση της

ƒ(x) = e x2 sin (1>x), x ≠ 0

0, x = 0

  εφαπτομένη στην αρχή των αξόνων; Αιτιολογήστε την απά-
ντησή σας.

36. Έχει η γραφική παράσταση της

g(x) = e x sin (1>x), x ≠ 0

0, x = 0

  εφαπτομένη στην αρχή των αξόνων; Αιτιολογήστε την απά-
ντησή σας.

Κατακόρυφες εφαπτόμενες
Λέμε ότι μια συνεχής καμπύλη y = ƒ(x) έχει κατακόρυφη 
εφαπτομένη στο σημείο x = x0, αν το όριο του πηλίκου διαφο-
ρών ισούται με q ή -q. Παραδείγματος χάριν, η y = x1>3 έχει 
κατακόρυφη εφαπτομένη στο x = 0 (δείτε το παρακάτω σχή-
μα):

 lim
hS0

 
ƒ(0 + h) - ƒ(0)

h
= lim

hS0
 
h1>3 - 0

h

 = lim
hS0

 
1

h2>3 = q.

x

y

0

ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΣΤΗΝ ΑΡΧΗ

y = ƒ(x) = x1/3

Ωστόσο, η y = x2>3 δεν έχει κατακόρυφη εφαπτομένη στο 
x = 0 (δείτε το επόμενο σχήμα). Πράγματι, το όριο:

 lim
hS0

 
g(0 + h) - g(0)

h
= lim

hS0
 
h2>3 - 0

h

 = lim
hS0

 
1

h1>3

δεν υπάρχει, διότι ισούται με q από τα δεξιά και με -q από τα 
αριστερά.
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3.2  Η παράγωγος ως συνάρτηση

Στην προηγούμενη ενότητα ορίσαμε την παράγωγο της y = ƒ(x) στο σημείο 
x = x0 ως το όριο

ƒ′(x0) = lim
hS0

 
ƒ(x0 + h) - ƒ(x0)

h
.

Τώρα εξετάζουμε την παράγωγο ως συνάρτηση που προκύπτει από την ƒ θεω-
ρώντας το παραπάνω όριο σε κάθε x του πεδίου ορισμού της ƒ.

ΟΡΙΣΜΟΣ Η παράγωγος της συνάρτησης ƒ(x) ως προς τη μεταβλητή x 
είναι η συνάρτηση ƒ′ με τιμή στο x

ƒ′(x) = lim
hS0

 
ƒ(x + h) - ƒ(x)

h
,

υπό την προϋπόθεση ότι το όριο υπάρχει.

Στον παραπάνω ορισμό χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό ƒ(x) αντί του 
ƒ(x0), για να δώσουμε έμφαση στο ότι η ƒ′ είναι συνάρτηση της ανεξάρτητης 
μεταβλητής x ως προς την οποία ορίζεται η παράγωγος συνάρτηση ƒ′(x). Το 
πεδίο ορισμού της ƒ′ είναι το σύνολο των σημείων που ανήκουν στο πεδίο 
ορισμού της ƒ για τα οποία υπάρχει το παραπάνω όριο, που σημαίνει ότι το 
πεδίο ορισμού της παραγώγου μπορεί να ταυτίζεται με εκείνο της ƒ ή να είναι 
μικρότερό του. Αν υπάρχει η ƒ′ για κάποιο x, λέμε ότι η ƒ είναι διαφορίσιμη ή 
παραγωγίσιμη (έχει παράγωγο) στο x. Αν η ƒ′ υπάρχει σε κάθε σημείο του 
πεδίου ορισμού της ƒ, λέμε απλώς ότι η ƒ είναι διαφορίσιμη ή παραγωγίσι-
μη.*

Αν γράψουμε z = x + h, τότε h = z - x και το h τείνει στο 0 αν και 
μόνο αν το z τείνει στο x. Επομένως, ένας ισοδύναμος ορισμός της παραγώγου 
έχει ως εξής (δείτε το Σχήμα 3.4).

Εναλλακτικός τύπος της παραγώγου

ƒ′(x) = lim
zSx

 
ƒ(z) - ƒ(x)

z - x

Όταν βρίσκουμε την παράγωγο συνάρτηση, είναι μερικές φορές πιο βολικό 
να χρησιμοποιούμε τον παραπάνω τύπο, ο οποίος εστιάζει στο σημείο z που 
τείνει στο x.

Υπολογισμός παραγώγου από τον ορισμό

Η διαδικασία υπολογισμού μιας παραγώγου λέγεται παραγώγιση. Για να δώ-
σουμε έμφαση στο γεγονός ότι η παραγώγιση είναι μια πράξη που τελείται επί 
μιας συνάρτησης y = ƒ(x), χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

d
dx

 ƒ(x)

ως έναν άλλο τρόπο δήλωσης της παραγώγου ƒ′(x). Στο Παράδειγμα 1 της 
Ενότητας 3.1 δείξαμε τη διαδικασία της παραγώγισης για τη συνάρτηση 

*Σ.τ.Μ.: Οι έννοιες «διαφορίσιμη» και «παραγωγίσιμη» συνάρτηση είναι ισοδύναμες όταν πρό-
κειται για συναρτήσεις μίας μεταβλητής. Για συναρτήσεις περισσότερων μεταβλητών, οι δύο έν-
νοιες διαφοροποιούνται, όπως θα δούμε σε επόμενα κεφάλαια.

x z = x + h

h = z − x

P(x, f (x))

Q(z, ƒ(z))

ƒ(z) − ƒ(x)

y = ƒ(x)

Η κλίση της 
τέμνουσας είναι

ƒ(z) − ƒ(x)
z − x

Η παράγωγος της ƒ στο x είναι

ƒ'(x) = lim
h:0

= lim
z:x

ƒ(x + h) − ƒ(x)
h

ƒ(z) − ƒ(x)
z − x

ΣΧΗΜΑ 3.4 Δύο μορφές του πηλίκου 
διαφορών.
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y = 1>x όταν x = a. Με το x να αντιπροσωπεύει τυχόν σημείο του πεδίου 
ορισμού, παίρνουμε τον τύπο

d
dx

  a1
xb = -  1

x2 .

Ακολουθούν δύο ακόμα παραδείγματα στα οποία το x μπορεί να είναι τυχόν 
σημείο του πεδίου ορισμού της ƒ.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1  Παραγωγίστε την ƒ(x) = x
x - 1

.

Λύση Χρησιμοποιούμε τον ορισμό της παραγώγου, σύμφωνα με τον οποίον 
πρέπει να υπολογίσουμε το ƒ(x + h) και έπειτα να αφαιρέσουμε το ƒ(x) για 
να βρούμε τον αριθμητή του πηλίκου διαφορών. Έχουμε

ƒ(x) = x
x - 1

 και ƒ(x + h) =
(x + h)

(x + h) - 1
, έτσι

  ƒ′(x) = lim
hS0

 
ƒ(x + h) - ƒ(x)

h
 Ορισμός

  = lim
hS0

 

x + h
x + h - 1

- x
x - 1

h
 Aντικατάσταση

  = lim
hS0

 1
h
# (x + h) (x - 1) - x(x + h - 1)

(x + h - 1) (x - 1)
 a

b
- c

d
= ad - cb

bd

  = lim
hS0

 1
h
# -h
(x + h - 1) (x - 1)

 Απλοποίηση

  = lim
hS0

 -1
(x + h - 1) (x - 1)

= -1
(x - 1)2 . Απαλοιφή h ≠ 0, 

υπολογισμός
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
(α) Βρείτε την παράγωγο της ƒ(x) = 2x για x 7 0.

(β) Βρείτε την εφαπτομένη της καμπύλης y = 2x στο x = 4.

Λύση
(α) Χρησιμοποιούμε τον εναλλακτικό τύπο για να υπολογίσουμε την ƒ′:

 ƒ′(x) = lim
zSx

 
ƒ(z) - ƒ(x)

z - x

 = lim
zSx

 
1z - 1x

z - x

 = lim
zSx

 
1z - 1x

11z - 1x211z + 1x2 1
a2 - b2

= 1
(a - b)(a + b)

 = lim
zSx

 1
1z + 1x

= 1
21x

.  Απαλοιφή και υπολογισμός

(β) Η κλίση της καμπύλης στο x = 4 είναι

ƒ′(4) = 1

224
= 1

4
.

  Η εφαπτομένη είναι η ευθεία που διέρχεται από το σημείο (4, 2) με κλίση 
1>4 (Σχήμα 3.5):

 y = 2 + 1
4

 (x - 4)

  y = 1
4

 x + 1.  

Παράγωγος αντιστρόφου

d
dx

  a1
xb = -  

1
x2 , x ≠ 0

x

y

0 4

(4, 2)

1

y = 
"

x

y =    x + 11
4

ΣΧΗΜΑ 3.5 Η καμπύλη y = 2x και 
η εφαπτομένη της στο σημείο (4, 2). Η 
κλίση της εφαπτομένης βρίσκεται από 
την τιμή της παραγώγου στο x = 4 
(Παράδειγμα 2).

Παράγωγος τετραγωνικής ρίζας 

d
dx

 2x = 1

22x
 , x 7 0
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Συμβολισμός

Υπάρχουν πολλοί τρόποι συμβολισμού της παραγώγου μιας συνάρτησης 
y = ƒ(x), όπου η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι το x και η εξαρτημένη το y. 
Κάποιοι συνήθεις εναλλακτικοί συμβολισμοί για την παράγωγο είναι οι

ƒ′(x) = y′ =
dy
dx

=
dƒ
dx

= d
dx

 ƒ(x) = D(ƒ)(x) = Dx ƒ(x).

Τα σύμβολα d>dx και D εκφράζουν την πράξη της παραγώγισης. Διαβάζου-
με το dy>dx ως «παράγωγος του y ως προς x», και τα dƒ>dx και (d>dx) ƒ(x) 
ως «παράγωγος της ƒ ως προς x». Οι συμβολισμοί με «τόνο» y′ και ƒ′ προ-
έρχονται από συμβολισμούς που χρησιμοποίησε ο Νεύτωνας για τις παρα-
γώγους. Οι συμβολισμοί d>dx μοιάζουν με εκείνους που χρησιμοποίησε ο 
Leibniz. Το σύμβολο dy>dx δεν πρέπει να θεωρείται ως λόγος· είναι απλά 
ένα σύμβολο που δηλώνει την παράγωγο.

Για να δηλώσουμε την τιμή μιας παραγώγου σε έναν συγκεκριμένο αριθ-
μό x = a, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

ƒ′(a) =
dy
dx

`
x=a

=
dƒ
dx

`
x=a

= d
dx

 ƒ(x) `
x=a

.

Έτσι, στο Παράδειγμα 2, θα γράφαμε

ƒ′(4) = d
dx

 2x `
x=4

= 1
21x

`
x=4

= 1

224
= 1

4
.

Γραφική παράσταση της παραγώγου

Μπορούμε συχνά να σχεδιάσουμε κατά προσέγγιση την παράγωγο της 
y = ƒ(x) εκτιμώντας τις κλίσεις στο γράφημα της ƒ. Δηλαδή, τοποθετούμε τα 
σημεία (x, ƒ′(x)) στο επίπεδο xy και τα ενώνουμε με μια λεία καμπύλη, η 
οποία αναπαριστά την y = ƒ′(x).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3  Παραστήστε γραφικά την παράγωγο της συνάρτησης 
y = ƒ(x) που φαίνεται στο Σχήμα 3.6α.

Λύση Σχεδιάζουμε πρόχειρα τις εφαπτόμενες στη γραφική παράσταση της ƒ 
ανά τακτά διαστήματα και από τις κλίσεις τους υπολογίζουμε κατά προσέγγι-
ση τις τιμές της ƒ′(x) στα σημεία επαφής. Τοποθετούμε σε νέο σχήμα τα ση-
μεία με συντεταγμένες (x, ƒ′(x)) και τα ενώνουμε μεταξύ τους με μια λεία κα-
μπύλη, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.6β. 

Από τη γραφική παράσταση της y = ƒ′(x) διακρίνουμε αμέσως

1.  τα σημεία όπου ο ρυθμός μεταβολής της ƒ είναι θετικός, αρνητικός ή μη-
δέν,

2.  το μέγεθος του ρυθμού μεταβολής σε κάθε x και μάλιστα σε σχέση με το 
μέγεθος της ƒ(x),

3. τα σημεία όπου ο ίδιος ο ρυθμός μεταβολής αυξάνεται ή μειώνεται.

Διαφορισιμότητα σε διάστημα. πλευρικές παράγωγοι

Μια συνάρτηση y = ƒ(x) είναι διαφορίσιμη σε ένα ανοιχτό διάστημα (πε-
περασμένο ή άπειρο) αν υπάρχει η παράγωγός της σε κάθε σημείο του διαστή-
ματος. Είναι δε διαφορίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα 3a, b4  αν είναι δια-
φορίσιμη στο ανοιχτό διάστημα (a, b) και αν υπάρχουν τα όρια

0 10

(α)

5 15

5

10

Κλίση 0

A

B

C
D

E

Κλίση 0

105 15

1

2

3

4

−1

−2

(β)

Κλίση −1

4
3Κλίση − 

y = ƒ(x)

≈ 8

≈ 4 μονάδες x

A'

y = ƒ'(x)

B′
C′

D′

E′

Κατακόρυφη συντεταγμένη −1

y

x

x

Κλίση 

ΣΧΗΜΑ 3.6 Για να σχεδιάσουμε 
το γράφημα της y = ƒ′(x) στο (β) 
υπολογίσαμε τις κλίσεις της καμπύλης 
y = ƒ(x) στο (α). Η κατακόρυφη 
συντεταγμένη του B′ είναι η κλίση 
στο B κ.ο.κ. Η κλίση στο E είναι κατά 
προσέγγιση ίση με 8>4 = 2. Στο (β) 
βλέπουμε ότι ο ρυθμός μεταβολής της ƒ 
είναι αρνητικός για x μεταξύ των A′ και 
D′, και θετικός για x μεγαλύτερα του D′.

114  Κεφάλαιο 3: Παράγωγοι



  lim
hS0+

 
ƒ(a + h) - ƒ(a)

h
 Δεξιά παράγωγος στο a

  lim
hS0-

 
ƒ(b + h) - ƒ(b)

h
 Αριστερή παράγωγος στο b

στα άκρα του διαστήματος (Σχήμα 3.7).
Οι δεξιές και οι αριστερές παράγωγοι μπορεί να ορίζονται ή να μην ορίζο-

νται σε τυχόν σημείο του πεδίου ορισμού μιας συνάρτησης. Βάσει του Θεωρή-
ματος 5 της Ενότητας 2.4, μια συνάρτηση έχει παράγωγο σε ένα εσωτερικό ση-
μείο αν και μόνο αν υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι στο εν λόγω σημείο και 
είναι ίσες μεταξύ τους.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4  Δείξτε ότι η συνάρτηση y = � x �  είναι διαφορίσιμη στα 
διαστήματα (-q, 0) και (0, q) αλλά δεν έχει παράγωγο στο x = 0.

Λύση Από την Ενότητα 3.1, η παράγωγος της y = mx + b είναι η κλίση m. 
Έτσι, στα δεξιά της αρχής των αξόνων,

 d
dx

 ( 0 x 0 ) = d
dx

 (x) = d
dx

 (1 # x) = 1. d
dx

 (mx + b) = m, 0 x 0 = x

Στα αριστερά της αρχής,

 d
dx

 ( � x � ) = d
dx

 (-x) = d
dx

 (-1 # x) = -1 0 x 0 = -x, αφού x  < 0

(Σχήμα 3.8). Oι δύο κλάδοι του γραφήματος ενώνονται στην αρχή σχηματίζο-
ντας γωνία. Δεν υπάρχει παράγωγος στην αρχή των αξόνων εφόσον οι εκεί 
πλευρικές παράγωγοι δεν είναι ίσες:

Δεξιά παράγωγος του 0 x 0  στο μηδέν = lim
hS0+

 
0 0 + h 0 - 0 0 0

h
= lim

hS0+
 
0 h 0
h

 = lim
hS0+

 h
h

   0 h 0 = h όταν h 7 0

 = lim
hS0+

1 = 1,

Αριστερή παράγωγος του 0 x 0  στο μηδέν = lim
hS0-

 
0 0 + h 0 - 0 0 0

h
= lim

hS0-
 
0 h 0
h

 = lim
hS0-

 -h
h

  0 h 0 = -h όταν h 6 0

 = lim
hS0-

-1 = -1. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5  Στο Παράδειγμα 2 βρήκαμε ότι για x 7 0,

d
dx

 1x = 1
21x

.

Εφαρμόζουμε τον ορισμό για να εξετάσουμε αν υπάρχει η παράγωγος στο 
x = 0:

lim
hS0+

 
20 + h - 20

h
= lim

hS0+
 1
1h

= q.

Αφού το (δεξιό) όριο δεν είναι πεπερασμένο, δεν υπάρχει παράγωγος στο 
x = 0. Εφόσον οι κλίσεις των τεμνουσών ευθειών που ενώνουν την αρχή των 
αξόνων με τα σημεία 1h, 2h2 στο γράφημα της y = 2x τείνουν στο q, η 
γραφική παράσταση έχει κατακόρυφη εφαπτομένη στην αρχή των αξόνων (δεί-
τε το Σχήμα 3.9). 

a ba + h
h > 0

b + h
h < 0

lim
h:0+

ƒ(a + h) − ƒ(a)
h

Κλίση =

y = ƒ(x)

lim
h:0−

ƒ(b + h) − ƒ(b)
h

Κλίση =

x

ΣΧΗΜΑ 3.7 Οι παράγωγοι σε άκρα 
κλειστού διαστήματος είναι πλευρικά 
όρια.

x

y

0
H y′ δεν ορίζεται στο x = 0:
δεξιά παράγωγος
≠ αριστερή παράγωγος

y′ = −1 y′ = 1

y = 0 x 0

ΣΧΗΜΑ 3.8 Η συνάρτηση y = 0 x 0  
δεν είναι διαφορίσιμη στην αρχή των 
αξόνων όπου η γραφική της παράσταση 
εμφανίζει «γωνία» (Παράδειγμα 4).

ΣΧΗΜΑ 3.9 Η συνάρτηση 
τετραγωνικής ρίζας δεν είναι 
διαφορίσιμη στην αρχή των αξόνων, 
όπου η γραφική της παράσταση 
έχει κατακόρυφη εφαπτομένη 
(Παράδειγμα 5).

x

xy =

y

0 21

2

1
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Πότε μια συνάρτηση δεν έχει παράγωγο σε ένα σημείο;

Μια συνάρτηση έχει παράγωγο σε ένα σημείο x0 αν οι κλίσεις των τεμνουσών 
ευθειών που διέρχονται από το P(x0, ƒ(x0)) και από ένα γειτονικό σημείο Q 
του γραφήματος τείνουν σε κάποιο πεπερασμένο όριο καθώς το Q τείνει στο 
P. Έτσι, η παραγωγισιμότητα είναι μια συνθήκη «ομαλότητας (λειότητας)» 
της γραφικής παράστασης της ƒ. Υπάρχουν πολλοί λόγοι για τους οποίους μια 
συνάρτηση μπορεί να μην έχει παράγωγο σε ένα σημείο, όπως η ύπαρξη ση-
μείων όπου η γραφική παράσταση εμφανίζει κάποιο από τα χαρακτηριστικά 
που φαίνονται στα παρακάτω σχήματα.

P

Q− Q+

1.  Ένα γωνιακό σημείο, όπου οι πλευρικές 
παράγωγοι διαφέρουν μεταξύ τους.

P

Q−

Q+

2.  Ένα σημείο ανάκαμψης, όπου 
η κλίση της PQ τείνει στο q 
από τη μια πλευρά και στο -q 
από την άλλη.

P

Q−

Q+

3.  Μια κατακόρυφη εφαπτομένη, 
όπου η κλίση της PQ τείνει και 
από τις δύο πλευρές είτε στο q 
είτε στο -q (εδώ, στο -q).

P

Q−

Q+

P

Q−

Q+

4. Μια ασυνέχεια (φαίνονται δύο παραδείγματα).

x

y
,

y = �
1
xx sin x ≠ 0

0, x = 0

5. Μια ταχεία ταλάντωση.

Στην τελευταία περίπτωση απεικονίζεται μια συνάρτηση συνεχής στο x = 0, το 
γράφημα της οποίας ταλαντώνεται ταχέως καθώς πλησιάζει στο x = 0. Οι κλί-
σεις των τεμνουσών που διέρχονται από το μηδέν ταλαντώνονται μεταξύ των 
τιμών -1 και 1 καθώς το x τείνει στο μηδέν, και δεν έχουν όριο στο x = 0.

Οι διαφορίσιμες συναρτήσεις είναι συνεχείς

Μια συνάρτηση είναι συνεχής σε κάθε σημείο όπου υπάρχει η παράγωγός της.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1—Η διαφορισιμότητα συνεπάγεται συνέχεια 
Αν η ƒ έχει παράγωγο στο x = c, τότε η ƒ είναι συνεχής στο x = c.
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Απόδειξη  Δεδομένου ότι υπάρχει η ƒ′(c), πρέπει να δείξουμε ότι 
limxSc ƒ(x) = ƒ(c), ή ισοδύναμα, ότι limhS0 ƒ(c + h) = ƒ(c). Αν h ≠ 0, τό-
τε

 ƒ(c + h) = ƒ(c) + (ƒ(c + h) - ƒ(c))  Προσθαφαιρούμε το ƒ(c)

 = ƒ(c) +
ƒ(c + h) - ƒ(c)

h
# h. Πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με h

Τώρα παίρνουμε το όριο καθώς h S 0. Από το Θεώρημα 1 της Ενότητας 2.2 
έχουμε

  lim
hS0

 ƒ(c + h) = lim
hS0

 ƒ(c) + lim
hS0

 
ƒ(c + h) - ƒ(c)

h
# lim

hS0
h

  = ƒ(c) + ƒ′(c) # 0
  = ƒ(c) + 0

  = ƒ(c).  

Με παρόμοια επιχειρήματα μπορούμε να δείξουμε ότι αν η ƒ έχει πλευρι-
κή παράγωγο (είτε από δεξιά είτε από αριστερά) στο x = c, τότε η ƒ είναι 
συνεχής από την αντίστοιχη πλευρά στο x = c.

Το Θεώρημα 1 λέει ότι αν μια συνάρτηση παρουσιάζει ασυνέχεια σε ένα 
της σημείο (π.χ., ασυνέχεια άλματος), τότε δεν μπορεί να είναι διαφορίσιμη 
στο σημείο αυτό. Η συνάρτηση μέγιστου ακεραίου y = :x;  δεν έχει παράγω-
γο για oποιονδήποτε ακέραιο x = n (Παράδειγμα 4, Ενότητα 2.5).

Προσοχή Το αντίστροφο του Θεωρήματος 1 δεν ισχύει. Μια συνάρτηση δεν 
είναι απαραίτητο να έχει παράγωγο σε σημείο όπου είναι συνεχής, όπως είδα-
με με τη συνάρτηση απόλυτης τιμής στο Παράδειγμα 4. 

Εύρεση παραγώγων και υπολογισμός των τιμών τους
Στις Ασκήσεις 1-6, χρησιμοποιήστε τον ορισμό προκειμένου να 
βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης. Κατόπιν, υπολογίστε την 
τιμή της παραγώγου στα αναφερόμενα σημεία.
 1. ƒ(x) = 4 - x2, ƒ′(-3), ƒ′(0), ƒ′(1)

 2. F(x) = (x - 1)2 + 1, F′(-1), F′(0), F′(2)

 3. g(t) = 1
t2 , g′(-1), g′(2), g′1232

 4. k(z) = 1 - z
2z

 , k′(-1), k′(1), k′1222
 5. p(u) = 23u , p′(1), p′(3), p′(2>3)

 6. r (s) = 22s + 1 , r′(0), r′(1), r′(1>2)

Στις Ασκήσεις 7-12, βρείτε τις ζητούμενες παραγώγους.

 7. 
dy
dx
 αν y = 2x3  8. dr

ds
 αν r = s3 - 2s2 + 3

 9. ds
dt
 αν s = t

2t + 1
 10. dy

dt
 αν y = t - 1

t

 11. 
dp
dq
 αν p = q3>2 12. dz

dw
 αν z = 1

2w2 - 1

Κλίσεις και εφαπτόμενες ευθείες
Στις Ασκήσεις 13-16, παραγωγίστε τις συναρτήσεις και βρείτε 
την κλίση της εφαπτόμενης ευθείας στη δεδομένη τιμή της ανε-
ξάρτητης μεταβλητής.

 13. ƒ(x) = x + 9
x , x = -3 14. k(x) = 1

2 + x
, x = 2

 15. s = t3 - t2, t = -1 16. y = x + 3
1 - x

, x = -2

Στις Ασκήσεις 17-18, παραγωγίστε τις συναρτήσεις. Κατόπιν, 
βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης ευθείας στο αναφερόμενο 
σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης.

 17. y = ƒ(x) = 8

2x - 2
, (x, y) = (6, 4)

 18. w = g(z) = 1 + 24 - z, (z, w) = (3, 2)

Στις Ασκήσεις 19-22, βρείτε τις τιμές των παραγώγων.

 19. ds
dt

`
t=-1
 αν s = 1 - 3t2

 20. 
dy
dx

`
x=23
 αν y = 1 - 1

x

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 3.2
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x

y

0 1 6

(0, 2) (6, 2)

(−4, 0)

y = ƒ(x)

(4, −2)(1, −2)

β. Σχεδιάστε την παράγωγο της ƒ.
  Η γραφική παράσταση θα πρέπει να απεικονίζει μια συ-

νάρτηση βήματος.
32. Εύρεση συνάρτησης μέσω της παραγώγου της

α. Χρησιμοποιήστε τις ακόλουθες πληροφορίες για να σχε-
διάσετε τη γραφική παράσταση της ƒ στο κλειστό διά-
στημα 3-2, 54 .

    i)  Η γραφική παράσταση της ƒ αποτελείται από κλει-
στά διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα.

   ii)  Αρχή της γραφικής παράστασης είναι το σημείο 
(-2, 3).

  iii)  Η παράγωγος της ƒ είναι η συνάρτηση βαθμίδας 
που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

x
0 1−2 3 5

1

y′

y′ = ƒ′(x)

−2

β. Επαναλάβετε το ερώτημα (α), υποθέτοντας ότι αρχή της 
γραφικής παράστασης είναι το σημείο (-2, 0) αντί του 
(-2, 3).

33. Οικονομική ανάπτυξη Το γράφημα του παρακάτω σχή-
ματος δείχνει τη μέση ετήσια ποσοστιαία μεταβολή 
y = ƒ(t) στο ακαθάριστο εθνικό προϊόν (ΑΕΠ) των ΗΠΑ 
για τα έτη 2005-2011. Σχεδιάστε την dy>dt (όπου ορίζεται).

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

1
0

2
3
4
5
6

7%

34. Δροσόφιλα (Συνέχεια του Παραδείγματος 4, Ενότητα 2.1) 
Οι πληθυσμοί που εκκινούν σε κλειστά περιβάλλοντα ανα-
πτύσσονται αργά στην αρχή, όταν υπάρχουν σχετικά λίγα 
μέλη, έπειτα πιο γρήγορα καθώς ο αριθμός των αναπαραγω-
γικών ατόμων αυξάνεται και η τροφή είναι ακόμα άφθονη, 
και τέλος ξανά αργά καθώς ο πληθυσμός φτάνει τη μέγιστη 
χωρητικότητα του περιβάλλοντος.

 21. dr
du

`
u=0

    αν r = 2

24 - u

 22. dw
dz

`
z=4
 αν w = z + 1z

Χρήση του εναλλακτικού τύπου της παραγώγου
Στις Ασκήσεις 23-26, χρησιμοποιήστε τον τύπο

ƒ′(x) = lim
zSx

 
ƒ(z) - ƒ(x)

z - x

για να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης.

 23. ƒ(x) = 1
x + 2

 24. ƒ(x) = x2 - 3x + 4

 25. g(x) = x
x - 1

 26. g(x) = 1 + 1x

Γραφικές παραστάσεις
Αντιστοιχίστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων των 
Ασκήσεων 27-30 με εκείνες των παραγώγων στα παρακάτω 
σχήματα (α)-(δ).

y′

0
x

(δ)

y′

0
x

(γ)

y′

0
x

(α)

y′

0
x

(β)

 27.   28. 

x

y

0

y = f1(x)

     

x

y

0

y = f2(x)

 29.   30. 
y

0
x

y = f3(x)

    

y

0
x

y = f4(x)

31. α.  Η γραφική παράσταση του παρακάτω σχήματος αποτε-
λείται από διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα. Σε ποια ση-
μεία του διαστήματος 3-4, 64  δεν ορίζεται η ƒ′; Αιτιο-
λογήστε την απάντησή σας.
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γ. Εκτιμήστε τον ρυθμό μεταβολής των τιμών στην αρχή 
των ετών 2007, 2010, 2014.

δ. Σε ποιο έτος οι τιμές έπεσαν πιο απότομα και με ποιον 
κατ’ εκτίμηση ρυθμό; 

ε. Σε ποιο έτος οι τιμές ανέβηκαν πιο απότομα και με 
ποιον κατ’ εκτίμηση ρυθμό;

στ. Χρησιμοποιήστε τη γραφική τεχνική του Παραδείγμα-
τος 3 για να σχεδιάσετε την παράγωγο του P ως προς 
τον χρόνο t.

Πλευρικές παράγωγοι
Υπολογίστε τη δεξιά και την αριστερή παράγωγο ως όριο για να 
δείξετε ότι οι συναρτήσεις των Ασκήσεων 37-40 δεν είναι παρα-
γωγίσιμες στο σημείο P.
37.   38. 

x

y

y = ƒ(x)y = x2

y = x

P(0, 0)

     

x

y

y = ƒ(x)

y = 2x

y = 2

1

2

0 1 2

P(1, 2)

39.   40. 

y

y = ƒ(x)

y = 2x − 1

x

P(1, 1)

0

1

1

y = 
"

x

       y

y = 1
x

y = ƒ(x)

x

P(1, 1)

y = x
1

1

Στις Ασκήσεις 41 και 44, αποφανθείτε αν η τμηματικά οριζόμε-
νη συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στην αρχή.

 41. ƒ(x) = e2x - 1, x Ú 0

x2 + 2x + 7, x 6 0

 42. g(x) = e x2>3, x Ú 0

x1>3, x 6 0

 43. ƒ(x) = e2x + tan x, x Ú 0

x2, x 6 0

 44. ƒ(x) = • 2x - x3 - 1, x Ú 0

x - 1
x + 1

, x 6 0

Διαφορισιμότητα και συνέχεια σε διάστημα
Στις Ασκήσεις 45-50, κάθε σχήμα δείχνει τη γραφική παράσταση 
μιας συνάρτησης σε ένα κλειστό διάστημα D. Σε ποια σημεία του 
πεδίου ορισμού φαίνεται η συνάρτηση να είναι

α. παραγωγίσιμη;
β. συνεχής αλλά όχι παραγωγίσιμη;
γ. ούτε συνεχής ούτε παραγωγίσιμη;

Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

α. Χρησιμοποιήστε τη γραφική τεχνική του Παραδείγμα-
τος 3 για να σχεδιάσετε την παράγωγο του πληθυσμού 
της μύγας. (Η γραφική παράσταση του πληθυσμού ανα-
παράγεται στο παρακάτω σχήμα.)

100

50

100

150

200

250

300

350

20 30 40 50

Χρόνος (ημέρες)

Α
ρι

θμ
ός

 μ
ύγ

ώ
ν

p

t

β. Κατά τη διάρκεια ποιων ημερών φαίνεται ο πληθυσμός 
να αυξάνεται πιο γρήγορα και ποιων πιο αργά;

35. Θερμοκρασία Η παρακάτω γραφική παράσταση δείχνει 
την εξωτερική θερμοκρασία T σε °F, μεταξύ 6 π.μ. και 6 
μ.μ.

30

40

50

60

70

80

6 9 12
9 π.μ.6 π.μ. 12 3 μ.μ. 6 μ.μ

Χρόνος (hr)

Θ
ερ

μο
κρ

ασ
ία

 (°
F

)

T

t

α. Εκτιμήστε τον ρυθμό μεταβολής της θερμοκρασίας στις 
παρακάτω ώρες

  i) 7 π.μ.  ii) 9 π.μ.  iii) 2 μ.μ.  iv) 4 μ.μ.
β. Πότε αυξάνεται η θερμοκρασία πιο γρήγορα και πότε μει-

ώνεται πιο γρήγορα; Ποιοι οι αντίστοιχοι ρυθμοί μεταβο-
λής; 

γ. Χρησιμοποιήστε τη γραφική τεχνική του Παραδείγμα-
τος 3 για να σχεδιάσετε την παράγωγο της θερμοκρασί-
ας T ως προς τον χρόνο t.

36. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η μέση τιμή P του κόστους 
μιας μονοκατοικίας (σε χιλιάδες δολάρια) στο Σακραμέντο 
της Καλιφόρνιας από το 2006 έως το 2015.

2007 2009 2011 2013 2015
150

230

310

390

P

t

α. Κατά τη διάρκεια ποιων ετών οι τιμές μειώνονταν; Αυ-
ξάνονταν;

β. Εκτιμήστε τις τιμές των κατοικιών στο τέλος των ετών 
2007, 2012, 2015.
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 45.   46. 

y = ƒ(x)
D:  −3 ≤ x ≤ 2

x

y

−3 −2 −1 1 20

1

−1

−2

2

  
y = ƒ(x)
D:  −2 ≤ x ≤ 3

x

y

−1 0 1 2 3−2

1

−1

−2

2

 47.   48. 

x

y

y = ƒ(x)
D:  −3 ≤ x ≤ 3

−1 0
−1

1

−2

1 2 3−2−3

   

x

y

y = ƒ(x)
D:  −2 ≤ x ≤ 3

−2 −1 1 2 30

1

2

3

49.   50. 

x

y
y = ƒ(x)
D:  −1 ≤ x ≤ 2

−1 0 1 2

1

   y = ƒ(x)
D:  −3 ≤ x ≤ 3

x

y

−3−2 −1 0

2

4

1 2 3

Θεωρία και παραδείγματα
Στις Ασκήσεις 51-54,

α. Βρείτε την παράγωγο ƒ′(x) της δεδομένης συνάρτησης 
y = ƒ(x).

β. Παραστήστε γραφικά τις y = ƒ(x) και y = ƒ′(x) τη μία 
δίπλα στην άλλη χρησιμοποιώντας ξεχωριστά συστήμα-
τα αξόνων, και απαντήστε στα ακόλουθα ερωτήματα.

γ. Για ποιες τιμές του x, αν υπάρχουν, είναι η ƒ′ θετική, 
αρνητική ή μηδέν;

δ. Σε ποια διαστήματα τιμών του x, αν υπάρχουν, είναι η 
συνάρτηση y = ƒ(x) αύξουσα και σε ποια φθίνουσα; 
Πώς σχετίζεται αυτό με την απάντησή σας στο ερώτημα 
(γ); (Θα συζητήσουμε περισσότερο αυτή τη σχέση στην 
Ενότητα 4.3.)

 51. y = -x2 52. y = -1>x

 53. y = x3>3 54. y = x4>4

 55. Εφαπτομένη παραβολής Έχει εφαπτομένη με κλίση -1 
η παραβολή y = 2x2 - 13x + 5; Αν ναι, βρείτε το σημείο 
επαφής και γράψτε μια εξίσωση για την εφαπτομένη. Αν 
όχι, γιατί όχι;

 56. Εφαπτομένη στην y = 2x Υπάρχει εφαπτομένη της 
καμπύλης y = 2x που τέμνει τον άξονα x στο σημείο 
x = -1; Αν ναι, βρείτε το σημείο επαφής και γράψτε μια 
εξίσωση για την εφαπτομένη. Αν όχι, γιατί όχι;

 57. Παράγωγος της −ƒ Αν γνωρίζετε ότι μια συνάρτηση 
ƒ(x) είναι διαφορίσιμη στο x = x0, τι μπορείτε να συμπερά-

νετε για τη διαφορισιμότητα της -ƒ στο x = x0; Αιτιολο-
γήστε την απάντησή σας.

 58. Παράγωγος πολλαπλασίου Αν γνωρίζετε ότι μια συνάρ-
τηση g(t) είναι διαφορίσιμη στο t = 7 τι μπορείτε να συ-
μπεράνετε για τη διαφορισιμότητα της συνάρτησης 3g στο 
t = 7; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

 59. Όριο πηλίκου Έστω ότι οι συναρτήσεις g(t) και h(t) ορί-
ζονται για κάθε t και ότι g(0) = h(0) = 0. Μπορεί να 
υπάρχει το όριο limtS0 (g(t))>(h(t)); Αν υπάρχει, οφείλει να 
ισούται με μηδέν; Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

 60. α.  Έστω ƒ(x) συνάρτηση που ικανοποιεί την 0 ƒ(x) 0 … x2 
για -1 … x … 1. Δείξτε ότι η ƒ είναι παραγωγίσιμη στο 
x = 0 και βρείτε το ƒ′(0).

β. Δείξτε ότι η

ƒ(x) = c
x2 sin 

1
x , x ≠ 0

0, x = 0

  είναι παραγωγίσιμη στο x = 0 και βρείτε την ƒ′(0).

 61. Παραστήστε γραφικά την y = 1>122x2 σε ένα παράθυρο 
με 0 … x … 2. Έπειτα, στο ίδιο παράθυρο, παραστήστε 
γραφικά και την

y = 2x + h - 2x
h

  για h = 1, 0,5, 0,1, καθώς και για h = -1, -0,5, -0,1. 
Εξηγήστε τι συμβαίνει.

 62. Παραστήστε γραφικά την y = 3x2 σε ένα παράθυρο με 
-2 … x … 2, 0 … y … 3. Έπειτα, στο ίδιο παράθυρο, πα-
ραστήστε γραφικά και την

y =
(x + h)3 - x3

h

  για h = 2, 1, 0,2, καθώς και για h = -2, -1, -0,2. Εξηγή-
στε τι συμβαίνει.

 63. Παράγωγος της y = ∣x ∣  Παραστήστε γραφικά την πα-
ράγωγο της συνάρτησης ƒ(x) = 0 x 0 . Στη συνέχεια, σχεδιά-
στε την y = ( 0 x 0 - 0) >(x - 0) = 0 x 0 >x. Τι συμπεραίνετε;

64. Η πουθενά διαφορίσιμη συνεχής συνάρτηση του Weier-
strass Το άθροισμα των οκτώ πρώτων όρων της συνάρτη-
σης του Weierstrass ƒ(x) = gq

n=0 (2>3)n cos (9npx) ισούται 
με

 g(x) = cos (px) + (2>3)1 cos (9px) + (2>3)2 cos (92px)

  + (2>3)3 cos (93px) + g + (2>3)7 cos (97px).

  Παραστήστε γραφικά το άθροισμα αυτό. Μεγεθύνετε το 
γράφημα πολλές φορές. Πόσο κυματοειδής και ανώμαλη 
είναι η καμπύλη που βλέπετε; Καθορίστε τις διαστάσεις του 
παραθύρου σχεδίασης όπου η καμπύλη φαίνεται λεία.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΕΙΣ ΜΕ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΗ
Στις Ασκήσεις 65-70, χρησιμοποιήστε κάποιο σύστημα υπολο-
γιστικής άλγεβρας για να εκτελέσετε τα εξής.

α. Παραστήστε γραφικά την y = ƒ(x) για να δείτε τη συ-
νολική συμπεριφορά της συνάρτησης.

β. Ορίστε το πηλίκο διαφορών q σε ένα γενικό σημείο x, 
με γενικό βήμα h.

γ. Πάρτε το όριο καθώς h S 0. Ποιος τύπος προκύπτει;

T

T

T
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3.3  Κανόνες παραγώγισης

Στην ενότητα αυτή εισάγουμε κανόνες που μας επιτρέπουν να παραγωγίζουμε 
σταθερές συναρτήσεις, συναρτήσεις δυνάμεων, πολυώνυμα, ρητές συναρτή-
σεις, καθώς και συνδυασμούς τους, απλά και άμεσα, χωρίς να ανατρέχουμε 
κάθε φορά στα όρια.

Δυνάμεις, πολλαπλάσια, αθροίσματα και διαφορές

Ένας βασικός κανόνας παραγώγισης είναι ότι η παράγωγος κάθε σταθερής 
συνάρτησης ισούται με το μηδέν.

Παράγωγος σταθερής συνάρτησης
Αν η ƒ έχει τη σταθερή τιμή ƒ(x) = c, τότε

dƒ
dx

= d
dx

 (c) = 0.

Απόδειξη  Εφαρμόζουμε τον ορισμό της παραγώγου στη συνάρτηση στα-
θερής τιμής ƒ(x) = c,  (Σχήμα 3.10). Για κάθε x, βρίσκουμε ότι

 ƒ′(x) = lim
hS0

 
ƒ(x + h) - ƒ(x)

h
= lim

hS0
 
c - c

h
= lim

hS0
0 = 0. 

Εξετάζουμε τώρα δυνάμεις του x. Από την Ενότητα 3.1, γνωρίζουμε ότι

d
dx

 a1
xb = -  1

x2 ,  ή d
dx

 (x-1) = -x-2.

Από το Παράδειγμα 2 της προηγούμενης ενότητας γνωρίζουμε επίσης ότι

d
dx

 12x2 = 1

22x
,  ή  d

dx
 1x1>22 = 1

2
 x-1>2.

Τα δύο αυτά παραδείγματα φανερώνουν έναν γενικό κανόνα για την παραγώγι-
ση μιας δύναμης xn. Αποδεικνύουμε αρχικά τον κανόνα για n θετικό ακέραιο.

Παράγωγος θετικής ακέραιας δύναμης
Αν n θετικός ακέραιος, τότε

d
dx

 xn = nxn-1.

 65. ƒ(x) = x3 + x2 - x, x0 = 1

 66. ƒ(x) = x1>3 + x2>3, x0 = 1

 67. ƒ(x) = 4x
x2 + 1

, x0 = 2

 68. ƒ(x) = x - 1
3x2 + 1

, x0 = -1

 69. ƒ(x) = sin 2x, x0 = p>2

 70. ƒ(x) = x2 cos x, x0 = p>4

δ. Αντικαταστήστε την τιμή x = x0 και σχεδιάστε τη συ-
νάρτηση y = ƒ(x) μαζί με την εφαπτομένη της στο ση-
μείο αυτό.

ε. Αντικαταστήστε στον ανωτέρω τύπο (γ) διάφορες τιμές 
για το x, μεγαλύτερες ή μικρότερες του x0. Συμφωνούν 
τα αριθμητικά αποτελέσματα με τη γραφική σας παρά-
σταση;

στ. Παραστήστε γραφικά τον τύπο που εξαγάγατε στο (γ). 
Τι νόημα έχει αν οι τιμές του είναι αρνητικές, μηδέν, ή 
θετικές; Συμφωνεί αυτή η γραφική παράσταση με εκεί-
νη που πήρατε στο (α); Αιτιολογήστε την απάντησή 
σας.

x

y

0 x

c

h

y = c
(x + h, c)(x, c)

x + h

ΣΧΗΜΑ 3.10 Ο κανόνας (d>dx)(c) = 0 
είναι ένας άλλος τρόπος να πούμε ότι οι 
τιμές των σταθερών συναρτήσεων δεν 
μεταβάλλονται ποτέ και ότι η κλίση μιας 
οριζόντιας ευθείας είναι παντού μηδέν.
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Απόδειξη  Ο τύπος

zn - xn = (z - x)(zn-1 + zn-2 x + g + zxn-2 + xn-1)

μπορεί να επαληθευτεί εφαρμόζοντας την επιμεριστική ιδιότητα στο δεξιό μέ-
λος. Τότε, από τον εναλλακτικό τύπο για τον ορισμό της παραγώγου, έχουμε

  ƒ′(x) = lim
zSx

 
ƒ(z) - ƒ(x)

z - x = lim
zSx

 
zn - xn

z - x

  = lim
zSx

(zn-1 + zn-2x + g + zxn-2 + xn-1)  n όροι

  = nxn-1.  

Ο παραπάνω κανόνας ισχύει στην ουσία για όλους τους πραγματικούς 
αριθμούς n, όχι μόνο για θετικούς ακέραιους. Έχουμε δει παραδείγματα για 
αρνητικό ακέραιο και κλασματικό εκθέτη, αλλά το n μπορεί επίσης να είναι 
και άρρητος. Θα διατυπώσουμε εδώ τη γενική εκδοχή του κανόνα, αλλά θα 
αφήσουμε την απόδειξη για το Κεφάλαιο 7.

Παράγωγος δύναμης (γενική εκδοχή)
Αν n πραγματικός αριθμός, τότε

d
dx

 xn = nxn-1,

για κάθε x για το οποίο ορίζονται οι δυνάμεις xn και xn-1.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1  Παραγωγίστε τις ακόλουθες δυνάμεις του x.

(α) x3  (β) x2/3  (γ) x22  (δ) 1
x4  (ε) x-4>3  (στ) 2x2+p

Λύση

(α) d
dx

 (x3) = 3x3-1 = 3x2

(β) d
dx

 (x2>3) = 2
3 x(2>3)-1 = 2

3 x-1>3

(γ) d
dx

 1x222 = 22x22-1

(δ) d
dx

 a 1
x4b = d

dx
 (x-4) = -4x-4-1 = -4x-5 = -  4

x5

(ε) d
dx

 (x-4>3) = -  43 x-(4>3)-1 = -  43 x-7>3

(στ) d
dx

 12x2+p2 = d
dx

 1x1+ (p>2)2 = a1 + p
2
b  x1+ (p>2)-1

= 1
2

  (2 + p)2xp 

Ο επόμενος κανόνας λέει ότι όταν μια παραγωγίσιμη συνάρτηση πολλα-
πλασιάζεται με μια σταθερά, η παράγωγος του γινομένου ισούται με το γινό-
μενο της παραγώγου της συνάρτησης επί τη σταθερά αυτή.

Παράγωγος σταθερού πολλαπλασίου
Αν η u είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση του x, και c είναι μια σταθερά, τότε

d
dx

 (cu) = c 
du
dx

.

Εφαρμογή του κανόνα για τις δυνάμεις
Αφαιρούμε μία μονάδα από τον εκθέτη 
και πολλαπλασιάζουμε το αποτέλεσμα με 
τον αρχικό εκθέτη.
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Απόδειξη

  
d
dx

 cu = lim
hS0

 
cu(x + h) - cu(x)

h
 

Ορισμός παραγώγου  
με ƒ(x) = cu(x)

  = clim
hS0

 
u(x + h) - u(x)

h
 Όριο σταθερού πολλαπλασίου

  = c 
du
dx

 . Η u είναι παραγωγίσιμη 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
(α) Ο τύπος της παραγώγου

d
dx

 (3x2) = 3 # 2x = 6x

  λέει ότι αν αλλάξουμε κλίμακα στη γραφική παράσταση της y = x2 πολ-
λαπλασιάζοντας κάθε y με το 3, τότε η κλίση σε κάθε σημείo της καμπύ-
λης πολλαπλασιάζεται επίσης με το 3 (Σχήμα 3.11).

(β) Αντίθετη συνάρτηση
  Η παράγωγος της αντίθετης μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης u ισούται 

με την αντίθετη της παραγώγου της συνάρτησης. Ο κανόνας σταθερού 
πολλαπλασίου με c = -1 δίνει

 d
dx

 (-u) = d
dx

 (-1 # u) = -1 # d
dx

 (u) = -  
du
dx

. 

Ο επόμενος κανόνας λέει ότι η παράγωγος του αθροίσματος δύο παραγω-
γίσιμων συναρτήσεων ισούται με το άθροισμα των παραγώγων τους.

Παράγωγος αθροίσματος
Αν u και y είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις του x, τότε το άθροισμα 
u + y είναι παραγωγίσιμο σε κάθε σημείο όπου οι u και y είναι και οι 
δύο παραγωγίσιμες. Στα σημεία αυτά,

d
dx

 (u + y) = du
dx

+ dy
dx

.

Απόδειξη  Εφαρμόζουμε τον ορισμό της παραγώγου στη συνάρτηση 
ƒ(x) = u(x) + y(x):

  
d
dx

 3u(x) + y(x)4 = lim
hS0

 
3u(x + h) + y(x + h)4 - 3u(x) + y(x)4

h

  = lim
hS0

 c u(x + h) - u(x)
h

+
y(x + h) - y(x)

h
d

  = lim
hS0

 
u(x + h) - u(x)

h
+ lim

hS0
 
y(x + h) - y(x)

h

                             = du
dx

+ dy
dx

. 

Συνδυάζοντας τους κανόνες παραγώγισης αθροίσματος και σταθερού πολλα-
πλασίου παίρνουμε τον κανόνα παραγώγισης διαφοράς, ο οποίος λέει ότι η 
παράγωγος της διαφοράς παραγωγίσιμων συναρτήσεων ισούται με τη διαφο-
ρά των παραγώγων τους:

d
dx

 (u - y) = d
dx

 3u + (-1)y4 = du
dx

+ (-1) 
dy
dx

= du
dx

- dy
dx

.

x

y

0 1

1
(1, 1)

2

2

3 (1, 3)
 

Slope

Slope
Κλίση = 2x

 = 2(1) = 2

y = x2

y = 3x2

Κλίση = 3(2x)
 = 6x
 = 6(1) = 6

ΣΧΗΜΑ 3.11 Οι γραφικές παραστάσεις 
των y = x2 και y = 3x2. Ο τριπλασιασμός 
της y συντεταγμένης τριπλασιάζει την 
κλίση (Παράδειγμα 2).

Συμβολισμός συναρτήσεων με u και Y
Οι συναρτήσεις με τις οποίες 
εργαζόμαστε όταν χρειαζόμαστε 
έναν τύπο παραγώγισης συνήθως 
συμβολίζονται με γράμματα όπως τα ƒ 
και g. Δεν θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε 
τα ίδια γράμματα στη διατύπωση 
γενικών κανόνων παραγώγισης, έτσι 
χρησιμοποιούμε γράμματα όπως τα u και 
y τα οποία πιθανότατα δεν έχουν ήδη 
χρησιμοποιηθεί.
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Ο κανόνας του αθροίσματος μπορεί βεβαίως να επεκταθεί και σε περισ-
σότερες από δύο συναρτήσεις, αρκεί το άθροισμα να περιλαμβάνει πεπερα-
σμένο πλήθος όρων. Αν οι u1, u2, c, un είναι παραγωγίσιμες στο x, τότε και 
η u1 + u2 +  g +  un είναι επίσης παραγωγίσιμη, και

d
dx

 (u1 + u2 +  g+  un) =
du1

dx
+

du2

dx
 +  g+  

dun

dx
.

Παραδείγματος χάριν, για να δούμε ότι ο κανόνας ισχύει για τρεις συναρτή-
σεις υπολογίζουμε το εξής

d
dx

 (u1 + u2 + u3) = d
dx

 ((u1 + u2) + u3)

                               = d
dx

 (u1 + u2) +  
du3

dx
=

du1

dx
+

du2

dx
+

du3

dx
.

Μια απόδειξη με τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής για τυχόν πεπερασμέ-
νο πλήθος όρων δίνεται στο Παράρτημα 2.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3  Βρείτε την παράγωγο του πολυωνύμου

y = x3 + 4
3 x2 - 5x + 1.

Λύση  
dy
dx

= d
dx

 x3 + d
dx

 a4
3 x2b - d

dx
 (5x) + d

dx
 (1) Κανόνες αθροίσματος 

και διαφοράς

  = 3x2 + 4
3
# 2x - 5 + 0 = 3x2 + 8

3 x - 5. 

Μπορούμε να παραγωγίσουμε κάθε όρο του πολυωνύμου διαδοχικά, 
όπως ακριβώς παραγωγίσαμε το πολυώνυμο στο Παράδειγμα 3. Όλα τα πολυ-
ώνυμα είναι παραγωγίσιμα για κάθε x.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4  Έχει η καμπύλη y = x4 - 2x2 + 2 οριζόντιες εφαπτό-
μενες; Αν ναι, σε ποια σημεία;

Λύση Οι οριζόντιες εφαπτόμενες, αν υπάρχουν, αντιστοιχούν σε σημεία 
όπου η κλίση dy>dx είναι μηδενική. Έχουμε

dy
dx

= d
dx

 (x4 - 2x2 + 2) = 4x3 - 4x.

Επιλύουμε τώρα την εξίσωση 
dy
dx

= 0 ως προς x:

 4x3 - 4x = 0

 4x(x2 - 1) = 0

 x = 0, 1, -1.

Η καμπύλη y = x4 - 2x2 + 2 έχει οριζόντιες εφαπτόμενες για x = 0, 1, και 
-1. Τα αντίστοιχα σημεία της καμπύλης είναι τα (0, 2), (1, 1), και (-1, 1). 
Δείτε το Σχήμα 3.12. 

Γινόμενα και πηλίκα

Ενώ η παράγωγος του αθροίσματος δύο συναρτήσεων είναι το άθροισμα των 
παραγώγων τους, η παράγωγος του γινομένου δύο συναρτήσεων δεν ισούται 
με το γινόμενο των παραγώγων τους. Παραδείγματος χάριν,

d
dx

 (x # x) = d
dx

 (x2) = 2x,  ενώ  d
dx

 (x) # d
dx

 (x) = 1 # 1 = 1.

x

y

0 1−1

(1, 1)(−1, 1)
1

(0, 2)

y = x4 − 2x2 + 2

ΣΧΗΜΑ 3.12 Η καμπύλη του 
Παραδείγματος 4 και οι οριζόντιες 
εφαπτόμενές της.
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Η παράγωγος ενός γινομένου συναρτήσεων ισούται με το άθροισμα δύο γινο-
μένων, όπως εξηγούμε παρακάτω.

Παράγωγος γινομένου
Αν οι u και y είναι παραγωγίσιμες στο x, τότε και το γινόμενό τους uy εί-
ναι παραγωγίσιμο, και ισχύει

d
dx

 (uy) = u 
dy
dx

+ y 
du
dx

.

Η παράγωγος του γινομένου uy ισούται με την u επί την παράγωγο της y 
συν την y επί την παράγωγο της u. Σε τονικό συμβολισμό, (uy)′ = uy′ + yu′. 
Σε συμβολισμό συναρτήσεων,

 d
dx

 3ƒ(x)g(x)4 = ƒ(x)g′(x) + g(x)ƒ′(x). (3)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5  Βρείτε την παράγωγο της y = (x2 + 1)(x3 + 3).

Λύση
(α) Από τον κανόνα γινομένου με u = x2 + 1 και y = x3 + 3, βρίσκουμε

 
d
dx

 3 (x2 + 1) (x3 + 3) 4 = (x2 + 1) (3x2) + (x3 + 3) (2x) d
dx

 (uy) = u 
dy
dx

+ y 
du
dx

 = 3x4 + 3x2 + 2x4 + 6x

 = 5x4 + 3x2 + 6x.

(β) Το συγκεκριμένο γινόμενο μπορεί να επίσης να παραγωγιστεί (ίσως καλύ-
τερα) επιμερίζοντας την αρχική έκφραση του y και παραγωγίζοντας το 
πολυώνυμο που προκύπτει:

 y = (x2 + 1) (x3 + 3) = x5 + x3 + 3x2 + 3

 
dy
dx

= 5x4 + 3x2 + 6x.

Το αποτέλεσμα συμφωνεί με τον αρχικό μας υπολογισμό. 

Απόδειξη του κανόνα παραγώγισης γινομένου

d
dx

 (uy) = lim
hS0

 
u(x + h)y(x + h) - u(x)y(x)

h

Για να μετατρέψουμε αυτό το κλάσμα σε ένα ισοδύναμό του που περιέχει πη-
λίκα διαφορών για τις παραγώγους των u και y, προσθαφαιρούμε τον όρο 
u(x + h)y(x) στον αριθμητή:

 
d
dx

 (uy) = lim
hS0

 
u(x + h)y(x + h) - u(x + h)y(x) + u(x + h)y(x) - u(x)y(x)

h

 = lim
hS0

 c u(x + h) 
y(x + h) - y(x)

h
+ y(x) 

u(x + h) - u(x)
h

d

 = lim
hS0

u(x + h) # lim
hS0

 
y(x + h) - y(x)

h
+ y(x) # lim

hS0
 
u(x + h) - u(x)

h
.

Καθώς το h τείνει στο μηδέν, το u(x + h) τείνει στην τιμή u(x) αφού η συνάρ-
τηση u είναι παραγωγίσιμη και άρα συνεχής στο x. Τα δύο κλάσματα τείνουν, 
αντίστοιχα, στις τιμές dy>dx στο x και du>dx στο x. Επομένως,

 d
dx

 (uy) = u 
dy
dx

+ y 
du
dx

. 

Γραφική απεικόνιση του κανόνα 
παραγώγισης γινομένου
Έστω ότι οι u(x) και y(x) είναι θετικές 
και αύξουσες, και ότι h 7 0.

0

y(x + h)

y(x)

Δy

u(x)y(x)

u(x + h) Δy

y(x) Δu

u(x + h)u(x)
Δu

Τότε, η μεταβολή του γινομένου uy 
είναι η διαφορά μεταξύ των εμβαδών του 
μεγάλου και του μικρού «τετραγώνου», 
που ισούται με το άθροισμα 
των εμβαδών των δύο κόκκινων 
παραλληλογράμμων, πάνω και δεξιά. 
Δηλαδή,

 ∆(uy) = u(x + h)y(x + h) - u(x)y(x)
 = u(x + h)∆y + y(x)∆u.

Διαιρώντας και τα δύο μέλη της 
εξίσωσης αυτής με το h παίρνουμε

∆(uy)
h

= u(x + h) 
∆y
h

+ y(x)
∆u
h

.

Το όριο καθώς h S 0 + δίνει τον κανόνα 
παραγώγισης γινομένου.
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Η παράγωγος του πηλίκου δύο συναρτήσεων δίνεται από τον κανόνα πα-
ραγώγισης πηλίκου.

Παράγωγος πηλίκου
Αν οι u και y είναι παραγωγίσιμες στο x και αν y(x) ≠ 0, τότε το πηλίκο 
u>y είναι παραγωγίσιμο στο x, και ισχύει

d
dx

 au
yb =

y 
du
dx

- u 
dy
dx

y2
.

Σε συμβολισμό συναρτήσεων,

d
dx

 c ƒ(x)
g(x)

d =
g(x)ƒ′(x) - ƒ(x)g′(x)

g2(x)
.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6  Βρείτε την παράγωγο του y = t2 - 1
t3 + 1

.

Λύση Εφαρμόζουμε τον κανόνα παραγώγισης πηλίκου με u = t2 - 1 και 
y = t3 + 1:

  
dy
dt

=
(t3 + 1) # 2t - (t2 - 1) # 3t2

(t3 + 1)2    d
dt

 au
yb =

y(du>dt) - u(dy>dt)

y2

  = 2t4 + 2t - 3t4 + 3t2

(t3 + 1)2

  = - t4 + 3t2 + 2t
(t3 + 1)2 . 

Απόδειξη του κανόνα παραγώγισης πηλίκου

 
d
dx

 au
yb = lim

hS0
 

u(x + h)
y(x + h)

-
u(x)
y(x)

h

 = lim
hS0

 
y(x)u(x + h) - u(x)y(x + h)

hy(x + h)y(x)

Για να μετατρέψουμε το τελευταίο κλάσμα σε ένα ισοδύναμό του που να περι-
έχει τα πηλίκα διαφορών για τις παραγώγους των u και y, προσθαφαιρούμε 
τον όρο y(x)u(x) στον αριθμητή. Έτσι παίρνουμε

 
d
dx

 au
yb = lim

hS0
 
y(x)u(x + h) - y(x)u(x) + y(x)u(x) - u(x)y(x + h)

hy(x + h)y(x)

 = lim
hS0

 

y(x) 
u(x + h) - u(x)

h
- u(x) 

y(x + h) - y(x)
h

y(x + h)y(x)
.

Παίρνοντας τα όρια του αριθμητή και του παρονομαστή προκύπτει ο κανόνας 
παραγώγισης πηλίκου. Στην Άσκηση 62 περιγράφεται μια άλλη απόδειξη. 

Ανάλογα με το εκάστοτε πρόβλημα, μερικοί κανόνες παραγώγισης είναι 
περισσότερο κοπιώδεις από άλλους στην εφαρμογή τους. Ακολουθεί ένα πα-
ράδειγμα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7  Βρείτε την παράγωγο του

y =
(x - 1)(x2 - 2x)

x4 .
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Λύση Αν εδώ χρησιμοποιήσουμε τον κανόνα παραγώγισης πηλίκου, θα κα-
ταλήξουμε σε μια πολύπλοκη έκφραση με πολλούς όρους. Αντίθετα, με λίγη 
άλγεβρα, η έκφραση απλοποιείται. Αρχικά αναπτύσσουμε τον αριθμητή και 
διαιρούμε με x4:

y =
(x - 1)(x2 - 2x)

x4 = x3 - 3x2 + 2x
x4 = x-1 - 3x-2 + 2x-3 .

Έπειτα χρησιμοποιούμε τους κανόνες παραγώγισης αθροίσματος και δύνα-
μης:

  
dy
dx

= -x-2 - 3(-2)x-3 + 2(-3)x-4

  = -  1
x2 + 6

x3 - 6
x4 .  

Δεύτερες παράγωγοι και παράγωγοι υψηλότερης τάξης

Αν η y = ƒ(x) είναι διαφορίσιμη συνάρτηση, τότε η παράγωγός της, ƒ′(x), εί-
ναι επίσης συνάρτηση. Αν η ƒ′ είναι επίσης διαφορίσιμη, τότε μπορούμε να 
την παραγωγίσουμε για να πάρουμε μια καινούρια συνάρτηση του x που συμ-
βολίζεται με ƒ″. Έτσι, ƒ″ = (ƒ′)′. Η συνάρτηση ƒ″ ονομάζεται δεύτερη (δεύ-
τερης τάξης) παράγωγος της ƒ διότι είναι η παράγωγος της πρώτης παραγώ-
γου. Η δεύτερη παράγωγος συμβολίζεται με αρκετούς τρόπους:

ƒ″(x) =
d2y

dx2 = d
dx

 ady
dx
b =

dy′
dx

= y″ = D2(ƒ)(x) = Dx
  2 ƒ(x).

Το σύμβολο D2 σημαίνει ότι η πράξη της παραγώγισης τελείται δύο φορές.
Αν y = x6, τότε y′ = 6x5 και έχουμε

y″ =
dy′
dx

= d
dx

 (6x5) = 30x4.

Επομένως, D2(x6) = 30x4.
Αν η y″ είναι παραγωγίσιμη, η παράγωγός της, y‴ = dy″>dx = d3y>dx3, 

είναι η τρίτη (τρίτης τάξης) παράγωγος της y ως προς x. Οι ονομασίες συνε-
χίζουν, με την

y(n) = d
dx

 y(n-1) =
dny
dxn = Dny

να δηλώνει τη n-οστή (n-οστής τάξης) παράγωγο της y ως προς x, για κάθε 
θετικό ακέραιο n.

Μπορούμε να ερμηνεύσουμε τη δεύτερη παράγωγο ως τον ρυθμό μεταβο-
λής της κλίσης της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της y = ƒ(x) σε 
κάθε σημείο. Όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο, η δεύτερη παράγωγος 
μας πληροφορεί για το αν η γραφική παράσταση κάμπτεται προς τα πάνω ή 
προς τα κάτω σε σχέση με την εφαπτόμενη ευθεία, καθώς απομακρυνόμαστε 
από το σημείο επαφής. Στην επόμενη ενότητα, θα ερμηνεύσουμε τη δεύτερη 
και την τρίτη παράγωγο σε σχέση με την ευθύγραμμη κίνηση ενός σώματος.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8  Οι πρώτες τέσσερις παράγωγοι της y = x3 - 3x2 + 2 
είναι

 Πρώτη παράγωγος:  y′ = 3x2 - 6x

 Δεύτερη παράγωγος:  y″ = 6x - 6

 Τρίτη παράγωγος:  y‴ = 6

 Τέταρτη παράγωγος:  y(4) = 0.

Όλες οι πολυωνυμικές συναρτήσεις έχουν παραγώγους όλων των τάξεων. Σε 
αυτό το παράδειγμα, η πέμπτη και οι επόμενες παράγωγοι είναι όλες μηδέν. 

Πώς διαβάζουμε τα σύμβολα των 
παραγώγων
y′ «y τόνος»

y″ «y δίστονο»

d2y

dx2 «d τετράγωνο y διά  
   dx τετράγωνο»

y‴ «y τρίστονο»

y(n) «νιοστή παράγωγος του y»

dny
dxn «d εις την n του y διά 
   dx εις την n»

Dn «D εις την n»
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 3.3

Υπολογισμοί παραγώγων
Στις Ασκήσεις 1-12, βρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο 
κάθε συνάρτησης.
 1. y = -x2 + 3 2. y = x2 + x + 8

 3. s = 5t3 - 3t5 4. w = 3z7 - 7z3 + 21z2

 5. y = 4x3

3
- x 6. y = x3

3
+ x2

2
+ x

4

 7. w = 3z-2 - 1
z  8. s = -2t-1 + 4

t2

 9. y = 6x2 - 10x - 5x-2 10. y = 4 - 2x - x-3

 11. r = 1
3s2 - 5

2s
 12. r = 12

u
- 4

u3 + 1
u4

Στις Ασκήσεις 13-16, βρείτε την y′ (α) εφαρμόζοντας τον κανό-
να παραγώγισης γινομένου και (β) εκτελώντας τον πολλαπλασι-
ασμό των παραγόντων ώστε να προκύψει ένα άθροισμα απλού-
στερων όρων προς παραγώγιση.
 13. y = (3 - x2) (x3 - x + 1)

 14. y = (2x + 3) (5x2 - 4x)

 15. y = (x2 + 1) ax + 5 + 1
xb  

 16. y = (1 + x2) (x3>4 - x-3)

Στις Ασκήσεις 17-28, βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων.

 17. y = 2x + 5
3x - 2

 18. z = 4 - 3x
3x2 + x

 19. g(x) = x2 - 4
x + 0.5

 20. ƒ(t) = t2 - 1
t2 + t - 2

 21. y = (1 - t) (1 + t2)-1 22. w = (2x - 7)-1(x + 5)

 23. ƒ(s) = 1s - 1
1s + 1

 24. u = 5x + 1
21x

 25. y = 1 + x - 42x
x  26. r = 2a 1

2u
+ 2ub

 27. y = 1
(x2 - 1) (x2 + x + 1)

 28. y =
(x + 1) (x + 2)
(x - 1) (x - 2)

Στις Ασκήσεις 29-32, βρείτε τις παραγώγους όλων των τάξεων 
των συναρτήσεων.

 29. y = x4

2
- 3

2
 x2 - x 30. y = x5

120

 31. y = (x - 1) (x + 2)(x + 3) 

32. y = (4x2 + 3)(2 - x) x

Στις Ασκήσεις 33-38, βρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγω-
γο των συναρτήσεων.

 33. y = x3 + 7
x  34. s = t2 + 5t - 1

t2

 35. r =
(u - 1)(u2 + u + 1)

u3  

36. u =
(x2 + x)(x2 - x + 1)

x4   

 37.  w = a1 + 3z
3z

b(3 - z)

 38.  p =
q2 + 3

(q - 1)3 + (q + 1)3

 39. Έστω ότι οι u και y είναι συναρτήσεις του x διαφορίσιμες 
στο x = 0 και ότι

u(0) = 5, u′(0) = -3, y(0) = -1, y′(0) = 2.

  Βρείτε τις τιμές των ακόλουθων παραγώγων στο x = 0.

α. d
dx

 (uy) β. d
dx

 au
yb  γ. d

dx
 ayub  δ. d

dx
 (7y - 2u)

40. Έστω ότι οι u και y είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις του x 
και ότι

u(1) = 2, u′(1) = 0, y(1) = 5, y′(1) = -1.

  Βρείτε τις τιμές των ακόλουθων παραγώγων στο x = 1.

α. d
dx

 (uy) β. d
dx

 au
yb  γ. d

dx
 ayub  δ. d

dx
 (7y - 2u)

Κλίσεις και εφαπτόμενες
 41. α.  Κάθετη σε καμπύλη Βρείτε την εξίσωση της ευθείας 

που είναι κάθετη στην εφαπτομένη της καμπύλης 
y = x3 - 4x + 1 στο σημείο (2, 1).

β. Ελάχιστη κλίση Ποια είναι η ελάχιστη κλίση της κα-
μπύλης; Σε ποιο σημείο της έχει η καμπύλη την ελάχι-
στη κλίση;

γ. Εφαπτόμενες με συγκεκριμένη κλίση Βρείτε τις εξι-
σώσεις για τις εφαπτόμενες της καμπύλης στα σημεία 
όπου η κλίση της καμπύλης ισούται με 8.

42. α.  Οριζόντιες εφαπτόμενες Δίνεται η καμπύλη με εξί-
σωση y = x3 - 3x - 2. Βρείτε εξισώσεις για τις οριζό-
ντιες εφαπτόμενες στην καμπύλη. Βρείτε επίσης εξισώ-
σεις για τις ευθείες που είναι κάθετες σε αυτές τις εφα-
πτόμενες στα σημεία επαφής.

β. Ελάχιστη κλίση Ποια είναι η ελάχιστη κλίση της κα-
μπύλης; Σε ποιο σημείο της έχει η καμπύλη την ελάχι-
στη κλίση; Βρείτε μια εξίσωση για την ευθεία που είναι 
κάθετη στην εφαπτομένη της καμπύλης σε αυτό το ση-
μείο.

43. Βρείτε την εφαπτομένη της οφιοειδούς του Νεύτωνα (δείτε 
το ακόλουθο σχήμα) στην αρχή των αξόνων και στο σημείο 
(1, 2).

x

y

0

1

1 2

2
(1, 2)

3 4

y = 4x
x2 + 1

44. Βρείτε την εφαπτομένη της μάγισσας της Agnesi (δείτε το 
ακόλουθο σχήμα) στο σημείο (2, 1).
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β. Σχεδιάστε την καμπύλη μαζί με την εφαπτομένη της. Η 
εφαπτομένη τέμνει την καμπύλη σε ένα ακόμα σημείο. 
Χρησιμοποιήστε τα εργαλεία «Zoom» και «Trace» για 
να εκτιμήσετε τις συντεταγμένες αυτού του σημείου.

γ. Επαληθεύστε την εκτίμησή σας για τις συντεταγμένες 
του δεύτερου σημείου τομής, επιλύοντας το σύστημα 
των εξισώσεων της καμπύλης και της εφαπτομένης.

Θεωρία και παραδείγματα
Στις Ασκήσεις 55 και 56 υπολογίστε κάθε όριο μετατρέποντάς 
το πρώτα σε παράγωγο σε μια συγκεκριμένη τιμή του x.

 55. lim
xS1

 
x50 - 1
x - 1

 56. lim
xS-1

 
x2>9 - 1

x + 1

 57. Βρείτε την τιμή του a που κάνει την ακόλουθη συνάρτηση 
παραγωγίσιμη για κάθε x.

g(x) = eax,

x2 - 3x,

αν
αν

x 6 0

x Ú 0

58. Βρείτε τις τιμές των a και b που κάνουν την ακόλουθη συ-
νάρτηση παραγωγίσιμη για κάθε x.

ƒ(x) = eax + b, x 7 -1

bx2 - 3, x … -1

59. Το γενικό πολυώνυμο βαθμού n έχει τη μορφή

P(x) = an  xn + an-1 xn-1 + g + a2 x2 + a1 x + a0,

  όπου an ≠ 0. Βρείτε το P′(x).

60. Αντίδραση του οργανισμού σε φάρμακο Η αντίδραση 
του οργανισμού σε μια χορηγούμενη δόση φαρμάκου μπο-
ρεί μερικές φορές να αναπαρασταθεί από μια εξίσωση της 
μορφής

R = M2 aC
2

- M
3
b ,

  όπου C μια θετική σταθερά και M η ποσότητα του φαρμά-
κου που έχει απορροφηθεί στο αίμα. Αν ο οργανισμός αντι-
δρά μεταβάλλοντας την πίεση του αίματος, τότε το R με-
τριέται σε χιλιοστά υδραργύρου. Αν η αντίδραση είναι η 
μεταβολή της θερμοκρασίας, το R μετριέται σε βαθμούς, 
κ.ο.κ.

    Βρείτε το dR>dM . Η παράγωγος αυτή, ως συνάρτηση 
του M, ονομάζεται ευαισθησία του οργανισμού στο φάρμα-
κο. Στην Ενότητα 4.5, θα δούμε πώς βρίσκουμε την ποσό-
τητα του φαρμάκου στην οποία η ευαισθησία είναι μέγιστη.

61. Έστω ότι η συνάρτηση y στον κανόνα παραγώγισης γινομέ-
νου έχει σταθερή τιμή c. Τι δηλώνει τότε ο κανόνας αυτός 
και τι σημαίνει αυτό για τον κανόνα παραγώγισης σταθερού 
πολλαπλασίου;

62. Κανόνας παραγώγισης αντιστρόφου
α. Ο κανόνας παραγώγισης αντιστρόφου λέει ότι σε κάθε 

σημείο όπου η y(x) είναι παραγωγίσιμη και διάφορη του 
μηδενός, ισχύει

d
dx

 a1
yb = -  

1
y2 

dy
dx

.

  Δείξτε ότι ο κανόνας παραγώγισης αντιστρόφου αποτε-
λεί ειδική περίπτωση του κανόνα παραγώγισης πηλίκου.

β. Δείξτε ότι ο κανόνας παραγώγισης αντιστρόφου σε συν-
δυασμό με τον κανόνα παραγώγισης γινομένου οδηγούν 
στον κανόνα παραγώγισης πηλίκου.

T

T
x

y

0

1

1 2

2
(2, 1)

3

y = 8
x2 + 4

 45. Δευτεροβάθμια εφαπτομένη στην ταυτοτική συνάρτη-
ση Η καμπύλη y = ax2 + bx + c διέρχεται από το ση-
μείο (1, 2) και είναι εφαπτομένη της ευθείας y = x στην 
αρχή των αξόνων. Βρείτε τα a, b, και c.

46. Κοινή εφαπτομένη δευτεροβάθμιων Οι καμπύλες y =
x2 + ax + b και y = cx - x2 έχουν κοινή εφαπτομένη 
στο σημείο (1, 0). Βρείτε τα a, b, και c.

 47. Βρείτε όλα τα σημεία (x, y) στη γραφική παράσταση της 
ƒ(x) = 3x2 - 4x με εφαπτόμενες παράλληλες στην ευθεία 
y = 8x + 5.

 48. Βρείτε όλα τα σημεία (x, y) στη γραφική παράσταση της  
g(x) = 1

3 x3 - 3
2 x2 + 1 με εφαπτόμενες παράλληλες στην 

ευθεία 8x - 2y = 1.

 49. Βρείτε όλα τα σημεία (x, y) στη γραφική παράσταση της 
y =  x>(x - 2) με εφαπτόμενες παράλληλες στην ευθεία
y = 2x + 3.

 50. Βρείτε όλα τα σημεία (x, y) στη γραφική παράσταση της  
ƒ(x) = x2 με εφαπτόμενες που διέρχονται από το σημείο 
(3, 8).

y

x

(3, 8)

−2

2

2 4

6

10
ƒ(x) = x2

(x, y)

 51. Έστω ότι οι συναρτήσεις ƒ και g είναι διαφορίσιμες με 
ƒ(1) = 2, ƒ ′(1) = -3, g(1) = 4 και g′(1) = -2. Βρείτε 
την εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται της γραφικής παρά-
στασης της F(x) = ƒ(x)g(x) στο σημείο x = 1.

 52. Έστω ότι οι συναρτήσεις ƒ και g είναι διαφορίσιμες με 
ƒ(2) = 3, ƒ ′(2) = -1, g(2) = -4 και g′(2) = 1. Βρείτε 
την εξίσωση της ευθείας που είναι κάθετη στη γραφική πα-

ράσταση της F(x) =
ƒ(x) + 3
x - g(x)

 στο σημείο x = 2.

 53. α.  Βρείτε μια εξίσωση για την ευθεία που εφάπτεται της 
καμπύλης y = x3 - x στο σημείο (-1, 0).

β. Σχεδιάστε την καμπύλη μαζί με την εφαπτομένη της. Η 
εφαπτομένη τέμνει την καμπύλη σε ένα ακόμα σημείο. 
Χρησιμοποιήστε τα εργαλεία «Zoom» και «Trace» για 
να εκτιμήσετε τις συντεταγμένες αυτού του σημείου.

γ. Επαληθεύστε την εκτίμησή σας για τις συντεταγμένες 
του δεύτερου σημείου τομής, επιλύοντας το σύστημα 
των εξισώσεων της καμπύλης και της εφαπτομένης.

 54. α.  Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται της κα-
μπύλης y = x3 - 6x2 + 5x στην αρχή των αξόνων.

T

T
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