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ΧΡΟΝΑΝΕΞΑΡΤΗΤΑ ΕΠΙΛΥΣΙΜΑ
∆ΥΝΑΜΙΚΑ Ι

ΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ DARBOUX ΚΑΙ LIOUVILLE

1. Μετασχηµατισµοί σε δευτεροτάξιες γραµµικές
εξισώσεις: Η κανονική µορφή

Ξεκινάµε από την τυπική µορφή µιας δευτεροτάξιας γραµµικής (και οµογενούς)
εξίσωσης

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0 (1.1)

στην οποία ο συντελεστής της δευτέρας παραγώγου έχει γίνει µονάδα διαιρώντας
µε τον συντελεστή που τυχόν υπήρχε. Προκειµένου τώρα να µετασχηµατίσου-
µε την (1.1) σε µια άλλη (ενδεχοµένως επιλύσιµη) µορφή, τα µόνα εργαλεία που
έχουµε στη διάθεσή µας είναι οι αλλαγές εξαρτηµένης και ανεξάρτητης µεταβλη-
τής: y = f(Y ) και t = t(x) αντίστοιχα. ∆εδοµένου όµως ότι η εξίσωσή µας είναι
γραµµική και οµογενής, και θέλουµε να παραµείνει τέτοια (διότι, βεβαίως, οι µη
γραµµικές εξισώσεις είναι πολύ δυσκολότερες) οι µόνες αλλαγές εξαρτηµένης µε-
ταβλητής που έχει νόηµα να χρησιµοποιήσουµε είναι εκείνες µε τη γραµµική και
οµογενή µορφή

y(x) = g(x)Y (x), (1.2)

όπου g(x) µια αυθαίρετη συνάρτηση που εναπόκειται σε µας να επιλέξουµε, ανά-
λογα µε τον επιδιωκόµενο σκοπό. Εισάγοντας τη (1.2) στην (1.1) παίρνουµε

gY ′′ + (Pg + 2g′)Y ′ + (g′′ + Pg′ +Qg)Y = 0, (1.3)
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από όπου είναι φανερό ότι αν διαλέξουµε το g ώστε να είναι

Pg + 2g′ = 0 ⇒ g = exp

(

−1

2

∫

P (x) dx

)

, (1.4)

η (1.3) θα καταλήγει στη λεγόµενη κανονική µορφή

Y ′′ + I(x)Y = 0, (1.5)

στην οποία ο συντελεστής της πρώτης παραγώγου έχει µηδενιστεί, ενώ ο συντε-
λεστής του Y έχει πάρει –όπως είναι εύκολο να δείτε– τη µορφή

I(x) = Q(x) − 1

2
P ′ − 1

4
P 2. (1.6)

Θα δείξουµε τώρα ότι η αναγωγή σε κανονική µορφή –δηλαδή µια µορφή χωρίς
πρώτη παράγωγο– είναι δυνατή και µε χρήση µιας αλλαγής εξαρτηµένης µετα-
βλητής t = t(x) για µια κατάλληλη t(x). Πράγµατι, κάνοντας µια τέτοια αλλαγή
στην (1.1) θα έχουµε τη νέα, ως προς t, εξίσωση(∗)

t′2ÿ +
(
t′′ + Pt′)ẏ +Qy = 0, (1.7)

που έρχεται σε κανονική µορφή αν η συνάρτηση t = t(x) εκλεγεί έτσι ώστε

t′′ + Pt′ = 0 ⇒ t(x) =

∫

e−
R

P (x)dxdx, (1.8)

οπότε η (1.7) καταλήγει στην

ÿ +

(
Q(x)

e−2
R

P (x)dx

)

x=x(t)

y = 0 (1.9)

όπου, βέβαια, x = x(t) είναι η αντίστροφη συνάρτηση της t = t(x) όπως αυτή
ορίζεται από την (1.8).
Για λόγους που θα γίνουν σύντοµα κατανοητοί το πέρασµα από µια κανονική

µορφή σε µια άλλη είναι µια πολύ χρήσιµη τεχνική για την οποία πρέπει να πούµε
δυο λόγια σε τούτη την εισαγωγή. Η βασική ιδέα είναι πολύ απλή: Να κάνουµε
στην εξίσωση

y′′ + q(x)y = 0 (1.10)
(∗) Επειδή θα τις χρησιµοποιούµε συχνά από εδώ και µπρος, σηµειώνουµε –για διευκόλυνση του

αναγνώστη– τις σχέσεις
y′ = t′ẏ, y′′ = t′2ÿ + t′′ẏ,

όπου y′ ≡ dy/dx και ẏ ≡ dy/dt.
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πρώτα µια αλλαγή ανεξάρτητης µεταβλητής t = t(x) –η οποία την «βγάζει» από
την κανονική µορφή– και εν συνεχεία να την επαναφέρουµε σε κανονική µορφή
(διαφορετική όµως από την προηγούµενη) µε τη συνήθη αλλαγή εξαρτηµένης µε-
ταβλητής y = gY . Και όπως µπορείτε να δείξετε µόνοι σας, το αποτέλεσµα θα
είναι η νέα, ως προς t, εξίσωση

Ÿ (t) +Q(t)Y (t) = 0, (1.11)

όπου η σχέση της παλιάς προς τη νέα εξαρτηµένη µεταβλητή θα δίνεται από τον
τύπο

Y (t) =
1

√

ẋ(t)
y
(
x(t)

)
(1.12)

µε x = x(t) –ή t = t(x)– τη συνάρτηση που συνδέει τις ανεξάρτητες µεταβλητές
x και t και η οποία µπορεί να είναι τυχούσα. Όσο για τη σχέση των Q(t) και q(x)
αυτή θα περιγράφεται από τον τύπο

Q(t) = qẋ2 + {x, t}, (1.13)

όπου {x, t} η παράσταση

{x, t} =
ορ

1

2

(
ẍ

ẋ

)
·

− 1

4

(
ẍ

ẋ

)2

, (1.14)

που είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως η σβαρτσιανή της συνάρτησης x = x(t) και
είχε µελετηθεί από τους µαθηµατικούς στο πλαίσιο της θεωρίας των µιγαδικών
συναρτήσεων, για την πολύ ενδιαφέρουσα ιδιότητά της να παραµένει αναλλοίωτη
στους µετασχηµατισµούςMöbius w = (az + b)/(cz + d). Να είναι δηλαδή

{x, t} =

{
ax+ b

cx+ d
, t

}

, (1.15)

όπου a, b, c, d αυθαίρετες (και µιγαδικές εν γένει) σταθερές.
Όµως οι αλλαγές εξαρτηµένης µεταβλητής που µπορούµε να πραγµατοποιή-

σουµε σε µια γραµµική (και οµογενή) εξίσωση δεν περιορίζονται στη µορφή (1.2).
Μπορούν να συµπεριλάβουν και τη γενικότερη γραµµική και οµογενή απεικόνιση

Y = Ly (1.16)

στην οποία οι δύο εξαρτηµένες µεταβλητές y(x) και Y (x) συνδέονται όχι απλώς
µέσω της δράσης µιας συνάρτησης g(x) –ή 1/g(x)– αλλά ενός γραµµικού δια-
φορικού τελεστη L όπως, παραδείγµατος χάριν, του

L = a(x)D2 + b(x)D + c(x)
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για τον οποίο θα είναι
Y = ay′′ + by′ + cy. (1.17)

∆εδοµένου όµως ότι η y ικανοποιεί εξ υποθέσεως µια δευτεροτάξια εξίσωση της
µορφής(∗)

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (1.18)

θα είναι y′′ = −py′ − qy και η (1.17) θα ξαναγράφεται ως

Y = (b− ap)y′ + (c− aq)y

≡ A(x)y′ +B(x)y ≡ (AD +B)y

το οποίο σηµαίνει ότι για τη διερεύνηση των µετασχηµατισµών (1.16) µπορούµε
να περιοριστούµε σε πρωτοτάξιους διαφορικούς τελεστές L, οπότε η (1.16) θα
γράφεται ως

Y = (AD +B)y ≡ A(x)y′ +B(x)y (1.19)

ή, ισοδύναµα, ως

Y = A

(

y′ +
B

A
y

)

≡ A(y′ + fy) f = B/A. (1.20)

∆εδοµένου όµως ότι οι µετασχηµατισµοί του τύπου Y = A(x)y έχουν ήδη µελε-
τηθεί –εξίσωση (1.2)–µπορούµε να αγνοήσουµε τον παράγονταA(x) στην (1.20)
και να περιοριστούµε µόνο στη µελέτη του γραµµικού µετασχηµατισµού

Y = (D + f)y = y′ + fy. (1.21)

Παραλείποντας µια γενικότερη διερεύνηση των επιπτώσεων του µετασχηµατισµού
(1.21) σε µια τυχούσα δευτεροτάξια εξίσωση, θα δείξουµε τώρα ότι µε χρήση αυ-
τού του µετασχηµατισµού –και µε κατάλληλη εκλογή της συναρτήσεως f– µπο-
ρούµε να επιτύχουµε τη µετάβαση

y′′ + q(x)y = 0 −→ Y ′′ +Q(x)Y = 0, (1.22)

δηλαδή το πέρασµα από µια κανονική µορφή σε µια άλλη µε την ίδια ανεξάρτητη
µεταβλητή x. Σηµειώστε όµως ότι τώρα δεν έχουµε την ευχέρεια να εκφράσουµε
(∗) Σηµειώστε ότι στην (1.18), αντίθετα µε την (1.1), χρησιµοποιούµε για τους συντελεστές της

εξίσωσης τα πεζά γράµµατα p και q αντί των κεφαλαίων P και Q που είχαν χρησιµοποιηθεί
αρχικά. Και ο λόγος είναι απλός. Εδώ θέλουµε να κρατήσουµε τα κεφαλαία γράµµατα P καιQ
για τη µετασχηµατισµένη εξίσωση ως προς Y , όπως ήδη κάναµε στην περίπτωση της εξίσωσης
(1.10).
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το y συναρτήσει του Y –παρά µόνο µε χρήση ολοκληρωµάτων– οπότε η διαδικα-
σία µετασχηµατισµού της αρχικής εξίσωσης y ′′ + qy = 0 δεν µπορεί να γίνει µε
αντικατάσταση όπως παλιά –π.χ., όπως µε την αλλαγή (1.2)– αλλά µε αντικατά-
σταση του Y = y′ + fy, στην τελική εξίσωση Y ′′ + QY = 0 µε τον σκοπό να
εκλεγούν κατάλληλα τόσο τοQ όσο και η συνάρτηση µετασχηµατισµού f ώστε η
εξίσωση ως προς y που θα προκύψει να συµπίπτει µε την αρχική. Σηµειώστε ακό-
µα ότι στη διαδικασία αυτή θα εµφανιστεί και η τρίτη παράγωγος τής y η οποία θα
πρέπει να επανεκφραστεί µέσω χαµηλότερων παραγώγων µε χρήση της εξίσωσης
που ικανοποιεί η y. ∆ηλαδή

y′′ + qy = 0 ⇒ y′′′ = −(qy)′ = −(qy′ + q′y).

Εκτελώντας το παραπάνω «σχέδιο» θα έχουµε

Y ′′ +QY = (y′ + fy)′′ +Q(y′ + fy) = y′′′ + (fy)′′ +Q(y′ + fy)

= −(qy′ + q′y) + (fy′′ + 2f ′y′ + f ′′y) + (Qy′ +Qfy)

= fy′′ + (−q + 2f ′ +Q)y′ + (−q′ + f ′′ +Qf)y = 0

και διαιρώντας µε f παίρνουµε την εξίσωση

y′′ +
Q+ 2f ′ − q

f
y′ +

(Qf + f ′′ − q′)
f

y = 0,

που θα συµπίπτει µε την αρχική (y′′ + qy = 0) µόνο αν είναι
Q+ 2f ′ − q

f
= 0 ⇒ Q = q − 2f ′ (1.23)

και
Qf + f ′′ − q′

f
= q, (1.24)

οπότε –λόγω και της (1.23)– η (1.24) θα γράφεται τελικά ως

f ′′ − 2ff ′ − q′ = 0 ⇒ (f ′ − f2 − q)′ = 0

⇒ f ′ − f2 − q = c = σταθερά. (1.25)
Όµως η (1.25) είναι µια εξίσωση τύπου Ricatti (∗) που µετατρέπεται σε µια γραµ-
µική δευτεροτάξια εξίσωση µε τον µετασχηµατισµό

f = −u
′

u
(1.26)

(∗) Έτσι αποκαλούνται οι εξισώσεις της µορφής y′ = ay2 + by + c των οποίων το δεύτερο µέλος
είναι ένα δευτεροβάθµιο τριώνυµο ως προς y µε συντελεστές a, b, c που υποτίθενται τυχούσες
συναρτήσεις του x. Η ιδιαιτερότητα των εξισώσεων Ricatti έγκειται στο γεγονός ότι ανάγονται
σε γραµµικές (2ας τάξεως) µε τον µετασχηµατισµό y = −(1/a)(u′/u) που τις φέρνει στη
µορφή u′′ − (b+ (a′/a))u′ + acu = 0. Αποδείξτε το.
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που όντως την µετατρέπει στη γραµµική εξίσωση

u′′ + (q + c)u = 0, (1.27)

που είναι η ίδια µε την αρχική εξίσωση αλλά µε το q + c στη θέση του q και µε c
µια τυχούσα σταθερά. Ενώ βέβαια, σύµφωνα µε τις (1.23) και (1.26), η µετασχη-
µατισµένη µορφή της αρχικής εξίσωσης θα είναι η

Y ′′ +

(

q + 2

(
u′

u

)′)

Y = 0. (1.28)

2. Η εξίσωση Schrödinger: Από ένα επιλύσιµο δυναµικό
σε ένα άλλο: Ο µετασχηµατισµός Darboux

Θα δείξουµε τώρα ότι το τελευταίο µας αποτέλεσµα, δηλαδή η απεικόνιση

y′′ + qy = 0
Y =y′+fy−−−−−−→ Y ′′ +QY = 0, (1.29)

µπορεί να χρησιµοποιηθεί άµεσα για την κατασκευή µιας άπειρης αλυσίδας ακρι-
βώς επιλύσιµων δυναµικών –δηλαδήακριβώς επιλύσιµων εξισώσεωνSchrödinger–
µε αφετηρία ένα από αυτά. Ξεκινάµε από την εξίσωση Schrödinger στη «µαθηµα-
τική γραφή»

y′′ +
(
λ− v(x)

)
y = 0, (1.30)

την οποία προτιµήσαµε έναντι της «φυσικής» µορφής

ψ′′ +
2m

~2

(
E − V (x)

)
ψ ≡ ψ′′ +

(
ε− U(x)

)
ψ = 0 (1.31)

[
ε = 2mE/~2, U(x) = 2mV (x)/~2

]

για λόγους που θα γίνουν σύντοµα εµφανείς. Με την αντιστοιχία συµβόλων

λ↔ ε, y ↔ ψ

το πέρασµα από τη µια µορφή στην άλλη είναι, βεβαίως, τετριµµένο, όπως το ίδιο
ισχύει και για τη µετατροπή των αποτελεσµάτων στις συνήθεις µονάδες, που είναι
θέµα καθαρής διαστατικής ανάλυσης, αφού (πέρα από την αλλαγή συµβόλων) η
(1.30) προκύπτει από την (1.31) επιλέγοντας ένα σύστηµα µονάδων στο οποίο
είναι

~ = 2m = 1.
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Αν εφαρµόσουµε τώρα τα αποτελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου στην εξί-
σωση (1.30) –δηλαδή για q(x) = λ− v(x)– θα έχουµε την απεικόνιση

y′′ +
(
λ− v(x)

)
y = 0 −→ Y ′′ +

(
λ− V (x)

)
Y = 0, (1.32)

όπου η σχέση της αρχικής (y) µε τη νέα (Y ) κυµατοσυνάρτηση θα δίνεται από τον
τύπο

Y = y′ − u′

u
y (1.33)

και η σχέση του αρχικού (v) µε το νέο (V ) δυναµικό, από την

V (x) = v(x) − 2

(
u′

u

)′
, (1.34)

όπου η συνάρτηση µετασχηµατισµού u ικανοποιεί την εξίσωση

u′′ + (µ− v)u = 0, (1.35)

δηλαδή την αρχική εξίσωση Schrödinger, αλλά µε την τυχούσα παράµετρο µ στη
θέση της αρχικής ιδιοτιµής λ. Και αυτό –δηλαδή η αντικατάσταση του λ µε την
τυχούσα παράµετρο µ–οφείλεται προφανώς στο γεγονός ότι στην εξίσωση (1.27)
εµφανίζεται και η τυχούσα σταθερά c που προστίθεται στην ιδιοτιµή λ (αφού q =
λ−v(x)) και τη µετατρέπει σε µια τυχούσα άλλη παράµετρο µ άσχετη πλέον µε το
λ. Και είναι σηµαντικό να τονίσουµε εδώ ότι χάρις σε αυτό ακριβώς το γεγονός η
νέα, ως προς Y , εξίσωση είναι πάλι µια εξίσωση Schrödinger µε ένα νέο δυναµικό
V (x) που δεν εξαρτάται από το λ όπως απαιτείται. ∆ιότι, βέβαια, αν το µ στην
(1.35) ήταν πάλι το ίδιο το λ η λύση u θα εξαρτιόταν από αυτό –θα ήταν δηλαδή
u = u(x, λ)– οπότε το ίδιο θα συνέβαινε και µε το νέο δυναµικό (1.34). Θα ήταν
V = V (x, λ) και η Y ′′ + (λ − V (x, λ))Y = 0 δεν θα ήταν πλέον µια εξίσωση
ιδιοτιµών τύπου Schrödinger.
Λόγω της µεγάλης σηµασίας τους θα συνοψίσουµε τα προηγούµενα αποτελέ-

σµατα –που θα τα επικαλούµαστε στο εξής υπό τον συλλογικό τίτλο ο µετασχη-
µατισµός Darboux– στον ακόλουθο πίνακα.

Πίνακας 1.1 Ο µετασχηµατισµός Darboux

y′′ + (λ− v)y = 0 −→ Y ′′ + (λ− V )Y = 0

Y = y′ − u′

u
y, V = v − 2

(
u′

u

)′

u′′ + (µ− v)u = 0
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3. Υπερδιαπερατά δυναµικά: Η απλούστερη δυνατή
εφαρµογή του µετασχηµατισµού Darboux

Το απλούστερο δυνατό παράδειγµα εφαρµογής του µετασχηµατισµού Darboux
αντιστοιχεί προφανώς στην περίπτωση που το αρχικό δυναµικό v(x) είναι µηδέν
ή έχει µια σταθερή τιµή που µπορεί πάντα να γίνει µηδέν µε κατάλληλη εκλογή
της στάθµης αναφοράς των δυναµικών ενεργειών του προβλήµατος. Με v(x) = 0
η εξίσωση Schrödinger για τη συνάρτηση µετασχηµατισµού u θα γράφεται ως

u′′ + µu = 0, (1.36)

όπου µ µια αυθαίρετη παράµετρος που εναπόκειται σε µας να επιλέξουµε κατάλ-
ληλα.Από τον τύπο (1.34) για το νέο δυναµικό V (x) είναι φανερό ότι αν επιθυµού-
µε το δυναµικό αυτό να µην έχει σηµεία απειρισµού σε πεπερασµένα x –δηλαδή
στο ανοικτό διάστηµα −∞ < x < +∞– θα πρέπει η συνάρτηση u να µην µη-
δενίζεται σε αυτό το διάστηµα, οπότε το µ θα πρέπει να είναι αρνητικό ώστε οι
λύσεις της (1.36) να είναι υπερβολικές και όχι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις που
έχουν, βέβαια, άπειρα σηµεία µηδενισµού στο −∞ < x < +∞.
Θέτοντας µ = −γ2(< 0) η (1.36) έχει ως προφανή µη µηδενιζόµενη λύση την

u = cosh γx (1.37)

για την οποία ο µετασχηµατισµός Darboux δίνει

Y = y′ − γ tanh γx · y (1.38)

και

V (x) = − 2γ2

cosh2 γx
= (1.39)

όπου στον τύπο (1.39) παραθέσαµε και τη µορφή του αντίστοιχου δυναµικού.
Όπως βλέπετε, πρόκειται για ένα πηγάδι δυναµικού (potential well) και ως τέτοιο
οφείλει να έχει τουλάχιστον µία δέσµια κατάσταση.(∗) Πράγµατι, όπως θα δείξουµε
αµέσως –και τελείως γενικά– η εξίσωση Schrödinger για το δυναµικό V (x) έχει
ως λύση, για λ = µ = −γ2, τη συνάρτηση

Y =
1

u
=

1

cosh γx
= (1.40)

(∗) Αυτό ισχύει για κάθε µονοδιάστατο πηγάδι όσο ρηχό και αν είναι, υπό τον όρο ότι έχει «ισοϋψή
χείλη» στο ±∞. Είναι δηλαδή lim

x→+∞
V (x) = lim

x→−∞
V (x).
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που έχει όλα τα χαρακτηριστικά µιας δέσµιας λύσης. Η γενική απόδειξη είναι πολύ
απλή. Σηµειώστε κατ’ αρχάς ότι για την ειδική τιµή λ = µ ο τύπος του Darboux
Y = y′−(u′/u)y δεν δίνει και τις δύο λύσεις της νέας εξίσωσης Schrödinger διότι
τότε είναι και y = u, οπότε θα έχουµε Y = 0. Όµως –ως εξίσωση 2ας τάξεως– η
αρχική εξίσωσηSchrödinger (πάντα για την ειδική περίπτωσηλ = µ) θα έχει εκτός
από την y1 = u και µια δεύτερη λύση y2 = u για την οποία ο µετασχηµατισµός
Darboux θα δώσει

Y = u ′ − u′

u
u =

u ′u− u′u
u

≡ W (u, u)

u
∼ 1

u
, (1.41)

όπουW (u, u) ≡ uu ′ − u′u η βρονσκιανή των δύο λύσεων y1 = u και y2 = u της
εξίσωσης y′′ +(µ− v)y = 0 που θα είναι ίση µε µια σταθερά αφού η εξίσωση δεν
έχει όρο πρώτης παραγώγου.(∗) ∆είξαµε λοιπόν ότι όντως το νέο δυναµικό (1.39)
που προκύπτει από το δυναµικό v = 0 µε τον µετασχηµατισµό Darboux, έχει µια
δέσµια κατάσταση στη «θέση» λ = −γ2 που αντιστοιχεί στην εκλεγείσα τιµή της
παραµέτρου µ.
Όµως το πιο ενδιαφέρον χαρακτηριστικό του δυναµικού (1.39) –γνωστού και

ως δυναµικού Bargmann (†)– είναι µια πολύ σπάνια ιδιότητά του που αποδίδεται
µε τον όρο reectionless potential και σε ελληνική απόδοση υπερδιαπερατό ή µη
ανακλαστικό ή και διαφανές δυναµικό.
Μια σύντοµη εισαγωγή στις σχετικές έννοιες είναι αναγκαία και συµπυκνώνε-

ται επαρκώς στο Σχήµα 1.1.
Θα δείξουµε τώρα ότι ειδικά για το πηγάδι δυναµικού που βρήκαµε –εξίσωση

(1.39)– το πλάτος ανάκλασης r(k) θα µηδενίζεται και εποµένως το σωµατίδιο θα
έχει µηδενική πιθανότητα να ανακλαστεί οποιαδήποτε και αν είναι η ενέργειά του ή
ο «κυµαταριθµός» k που την προσδιορίζει µέσω της σχέσης ε ≡ λ = k2. Γι’ αυτό
το σκοπό εισάγουµε στη σχέση (1.38) τη λύση yk = eikx της αρχικής εξίσωσης
Schrödinger για λ = k2 (θετικές ενέργειες) και παίρνουµε

Yk = y′k − γ tanh γx · yk = (ik − γ tanh γx)eikx, (1.42)
(∗) Υπενθυµίζουµε στον αναγνώστη ότι για τη βρονσκιανή W = y1y

′
2 − y′1y2 δύο γραµµικά

ανεξάρτητων λύσεων y1 και y2 της εξίσωσης y′′ + Py′ + Qy = 0 ισχύει ο λεγόµενος τύπος
του Abel

W = e−
R

P (x)dx,

από όπου είναι προφανές ότι για τις δύο λύσεις µιας εξίσωσης στην κανονική µορφή y ′′ +
q(x)y = 0 θα είναιW = σταθερά.

(†) Στην πραγµατικότητα το δυναµικό Bargmann έχει τη γενικότερη µορφή V (x) =
−V0/ cosh2 γx µε τα V0 και γ ανεξάρτητες παραµέτρους. Και αν το V0 παίρνει µια οποιαδή-
ποτε από τις διάκριτες τιµές n(n+ 1)2mγ2/~2 τότε το δυναµικό Bargmann έχει την επιπλέον
ιδιότητα της υπερδιαπερατότητας την οποία θα συζητήσουµε τώρα.
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Σχηµα 1.1: Το πρόβληµα της µονοδιάστατης σκέδασης: Ένα σωµατίδιο που προσπίπτει εξ
αριστερών στο τυχόν πηγάδι δυναµικού v(x) έχει πάντα µια πιθανότητα να ανακλαστεί
και µια (συµπληρωµατική) πιθανότητα να «περάσει». Το εισερχόµενο σωµατίδιο πε-
ριγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση eikx, το ανακλώµενο από την r(k)e−ikx –όπου
r(k) το πλάτος ανάκλασης (reflection amplitude)–και το διερχόµενο από την t(k)eikx,
όπου t(k) το πλάτος διέλευσης (transmission amplitude). Ενώ οι σχετικές πιθανότητες
θα είναι |r(k)|2 και |t(k)|2 αντίστοιχα.

οπότε για x → ±∞ –δηλαδή στη λεγόµενη περιοχή σκέδασης (≡µακριά από το
σκεδάζον δυναµικό)– θα έχουµε

Y
(±)
k ≡ Yk(για x→ ±∞) = (ik ∓ γ)eikx (1.43)

απ’ όπου είναι φανερό ότι η λύση σκέδασης Yk του νέου δυναµικού V (x) δεν περιέ-
χει πουθενά –και ειδικότερα στην περιοχή x → −∞ (αριστερά του σκεδάζοντος
δυναµικού)– ανακλώµενο κύµα e−ikx και εποµένως το πλάτος ανάκλασης είναι
όντως µηδενικό για κάθε τιµή του k, όπως υποσχεθήκαµε να δείξουµε. Οποιαδή-
ποτε και αν είναι η ενέργειά του το σωµατίδιο που προσπίπτει πάνω στο δυναµικό
(1.39) δεν έχει καµιά πιθανότητα να ανακλαστεί!
Σηµειώστε ακόµα ότι από τις (1.43) έπεται αµέσως(∗) ότι το πλάτος διέλευσης

t(k) θα ισούται µε

t(k) =
ik − γ

ik + γ
(1.44)

και είναι ένας µιγαδικός αριθµός µε απόλυτη τιµή µονάδα, όπως θα έπρεπε να
αναµένεται, αφού η πιθανότητα ανάκλασης είναι µηδέν και άρα η πιθανότητα διέ-
λευσης ίση µε ένα.
(∗) ∆εδοµένου ότι η λύση σκέδασης –δείτε σχήµα 1.1– έχει συµφωνηθεί να κανονικοποιείται έτσι

ώστε το εισερχόµενο κύµα eikx να έχει συντελεστή µονάδα, η λύση (1.42) θα πρέπει (σύµφωνα
µε την (1.43), η οποία δίνει Y (−)

k = (ik+γ)eikx), να διαιρεθεί µε ik+γ οπότε ο συντελεστής
του διερχόµενου κύµατος θα γίνει (ik − γ)/(ik + γ).
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Σηµειώστε επίσης ότι η u = cosh γx = (eγx + e−γx)/2 δεν είναι η πιο γενι-
κή µη µηδενιζόµενη λύση της (1.36) (µε µ = −γ2) που µπορούσαµε να έχουµε
χρησιµοποιήσει για την εφαρµογή του µετασχηµατισµού Darboux. Η πιο γενική
τέτοια λύση είναι η(∗)

u = eγx + ce−γx (c > 0) (1.45)

για την οποία το αντίστοιχο δυναµικό είναι

V (x) = −8cγ2 e2γx

(e2γx + c)2
(1.46)

και έχει πάλι τη µορφή ενός πηγαδιού, όχι όµως συµµετρικού ως προς την αρ-
χή όπως προηγουµένως. Στην πραγµατικότητα το δυναµικό (1.46) δεν είναι παρά
µια µετατοπισµένη µορφή του δυναµικού (1.39), όπως µπορείτε εύκολα να επιβε-
βαιώσετε κάνοντας στην (1.46) την αντικατάσταση c = exp(2γa) οπότε θα είναι
V (x) = −2γ2/ cosh2(x − a). Ανεξαρτήτως όµως αυτού του ειδικού γεγονότος
(όντως ειδικού όπως θα δούµε αργότερα) το σίγουρο είναι ότι η (1.46) περιγράφει
µια µονοπαραµετρική οικογένεια δυναµικών που έχουν όλα τον ίδιο συντελεστή
ανάκλασης (µηδέν στην περίπτωσή µας) τις ίδιες δέσµιες καταστάσεις (µία στην
περίπτωσή µας) και επίσης το ίδιο πλάτος διέλευσης, όπως µπορείτε µόνοι σας να
δείτε.
Από φυσικής πλευράς (αλλά όχι µόνο) αυτό είναι ένα πολύ βαθύ αποτέλεσµα

παρότι τετριµµένο στην παρούσα ειδική περίπτωση. Σηµαίνει ότι η γνώση του
πλάτους ανάκλασης r(k) –για κάθε k– αλλά και των «θέσεων» των δέσµιων κα-
ταστάσεων δεν αρκεί για τον µονοσήµαντο προσδιορισµό του δυναµικού v(x).
Μπορεί να υπάρχουν όχι µόνο ένα αλλά άπειρα δυναµικά v(x) που έχουν τα ίδια
παραπάνω φυσικά χαρακτηριστικά και όµως δεν ταυτίζονται! Ώστε ευλόγως να τί-
θεται το ερώτηµα: Τι άλλα φασµατικά δεδοµένα θα πρέπει να γνωρίζουµε ώστε να
είναι δυνατός ο µονοσήµαντος προσδιορισµός του σχετικού δυναµικού; Το ερώ-
τηµα αυτό βρίσκεται στην καρδιά του λεγόµενου αντίστροφου προβλήµατος σκέ-
δασης (inverse scattering problem) για το οποίο θα έχουµε πολλά να πούµε στη
συνέχεια του βιβλίου.
Θα κλείσουµε τούτη την παράγραφο µε κάποια αναγκαία σχόλια.

Σχολιο 1: Κοιταγµένη από µια ορισµένη σκοπιά η βασική ιδιότητα του δυναµικού
που κατασκευάσαµε –δηλαδή η µη ανακλαστικότητά του– θα έπρεπε να αναµέ-
νεται. Του κληροδοτήθηκε από το αρχικό δυναµικό v = 0 που είναι βεβαίως το
προφανές (και αυτονόητο) υπόδειγµα ενός υπερδιαπερατού δυναµικού.
(∗) ∆εν εξετάζουµε την εκδοχή u = c1e

γx + c2e
−γx διότι ένας αριθµητικός πολλαπλασιαστικός

παράγοντας στη συνάρτηση u δεν παίζει κανένα ρόλο στο µετασχηµατισµό Darboux, αφού
εκεί µόνο η παράσταση u′/u έχει σηµασία.
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Σχολιο 2: Η εφαρµογή του µετασχηµατισµού Darboux δεν σταµατάει βεβαίως
στο πρώτο βήµα της. Μπορεί να συνεχίζεται επ’ άπειρον θεωρώντας κάθε φορά
το δυναµικό που «φτιάξαµε» ως το αρχικό και εφαρµόζοντας εκ νέου την ίδια
τεχνική. Όπως θα δούµε στο µεθεπόµενο κεφάλαιο (αλλά και στην παράγραφο που
ακολουθεί) η έξυπνη εφαρµογή αυτού του «αλγορίθµου» –ιδιαίτερα στο δεύτερο
βήµα του– εµπεριέχει κάποιες πολύ ενδιαφέρουσες δυνατότητες.

4. Ιδιόµορφα δυναµικά: Μια δεύτερη στοιχειώδης
εφαρµογή του µετασχηµατισµού Darboux

Ας διευκρινήσουµε κατ’ αρχάς ότι µε τον όρο ιδιόµορφα δυναµικά (singular po-
tentials) εννοούµε δυναµικά που απειρίζονται σε ένα ή περισσότερα σηµεία του
άξονα x. Και, ως συνέπεια αυτού του γεγονότος, η κίνηση του κβαντικού σωµατι-
δίου που υπόκειται σε ένα τέτοιο δυναµικό περιορίζεται στο διάστηµα µεταξύ δύο
σηµείων απειρισµού, αφού το δυναµικό λειτουργεί τότε ως άπειρο φράγµα σε αυτά
τα σηµεία, που εµποδίζει το σωµατίδιο να περάσει από την άλλη µεριά. (Ο καθαρά
µαθηµατικός µηχανισµός που επιβάλλει αυτό τον εγκλωβισµό θα συζητηθεί λίγο
αργότερα.)
Επιλύσιµα ιδιόµορφα δυναµικά µπορούν, βεβαίως, να παραχθούν «αφθόνως»

µε τον µετασχηµατισµό Darboux αρκεί να επιλεγούν λύσεις u(x) της βοηθητι-
κής εξίσωσης Schrödinger u′′ + (µ − v(x))u = 0, µε ένα ή περισσότερα σηµεία
µηδενισµού στον άξονα x. Παίρνοντας πάλι ως αφετηρία το µηδενικό δυναµικό
v(x) = 0, µερικά ενδεικτικά παραδείγµατα θα είναι τα εξής:

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1:
(
v(x) = 0, µ = 0

)

Με v(x) = 0 και µ = 0 η βοηθητική εξίσωση Schrödingeru′′+(µ−v(x))u = 0 καταλήγει
στην u′′ = 0 ⇒ u = x και εποµένως

V (x) = 0 − 2

(
1

x

)′

=
2

x2
= (1.47)

Βρίσκουµε δηλαδή ένααπωστικό δυναµικό, µε απειρισµό του τύπου 1/x2, που υποχρεώνει
το σωµατίδιο να κινηθεί µόνο πάνω στον θετικό ηµιάξονα x. Το ενεργειακό φάσµα σε ένα
τέτοιο δυναµικό είναι βεβαίως συνεχές και θα εκτείνεται στο διάστηµα 0 < λ <∞. Όσο
για τις κυµατοσυναρτήσεις Yk που ικανοποιούν και τη συνοριακή συνθήκη Yk(0) = 0
–αυτονόητη από φυσική άποψη αφού το σωµατίδιο δεν µπορεί να περάσει στα αρνητικά
x– αυτές θα προκύπτουν από τον τύπο

Yk = y′k − u′

u
yk = y′k − 1

x
yk (1.48)
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θέτοντας yk = sin kx, που δεν είναι παρά η λύση της αρχικής εξίσωσης Schrödinger (µε
λ = k2) που ικανοποιεί επίσης της συνθήκη µηδενισµού στο αδιαπέραστο τοίχωµα στο
x = 0. Θα είναι λοιπόν, βάσει της (1.48),

Yk = k cos kx− 1

x
sin kx.

Αν θέλουµε τώρα να προχωρήσουµε τον µετασχηµατισµό Darboux ένα βήµα πιο πέρα,
θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τις λύσεις U(x) της νέας βοηθητικής εξίσωσης Schrödin-
ger(∗)

U ′′ +

(

µ− 2

x2

)

U = 0 (1.49)

και να υπολογίσουµε το νέο δυναµικό U(x) βάσει του τύπου

U(x) = V (x) − 2

(U ′

U

)′

. (1.50)

Επιλέγοντας πάλι την τιµή µ = 0, η (1.49) γίνεται µια εξίσωση Euler µε λύσεις x2 και
x−1, εκ των οποίων η πρώτη –εισαγόµενη στην (1.50) µε V (x) = 2/x2– δίνει

U(x) =
6

x2
≡ 2 · 3

x2
(1.51)

και είναι φανερό πλέον από την (1.51) ότι η συνέχιση του αλγορίθµου Darboux πάνω
στην ίδια «τροχιά» θα δώσει –ύστερα από n βήµατα– το δυναµικό n(n+ 1)/x2, που δεν
είναι παρά το γνωστό από την τριδιάστατη κεντρική κίνηση φυγόκεντρο δυναµικό µε τις
γνωστές κβαντωµένες τιµές της στροφορµής του σωµατιδίου. Τέλος, διερευνήστε µόνοι
σας τι συµβαίνει αν στο δεύτερο στάδιο εφαρµογής του αλγορίθµου επιλέξουµε τη λύση
U(x) = x−1, και βγάλτε τα αναγκαία γενικά συµπεράσµατα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2:
(
v(x) = 0, µ < 0

)

Μένοντας στο v(x) = 0 ως αρχικό δυναµικό, αλλά µε µ = −γ2 στη βοηθητική εξίσω-
ση Schrödinger, θα έχουµε τώρα ως λύση µε µηδενικά την u = sinh γx, οπότε το νέο
ιδιόµορφο δυναµικό θα είναι το

V (x) = 0 − 2

(
γ cosh γx

sinh γx

)′

=
2γ2

sinh2 γx
= (1.52)

(∗) Οποτεδήποτε χρειαστεί να «προχωρήσουµε» τον µετασχηµατισµό Darboux ένα ακόµα βήµα,
θα χρησιµοποιούµε τα σύµβολα U , U καιΨ για τη λύση της βοηθητικής εξίσωσης Schrödinger,
το δυναµικό και τη νέα κυµατοσυνάρτηση αντίστοιχα.
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πήραµε δηλαδή ξανά ένα απωστικό δυναµικό µε την ίδια συµπεριφορά όπως πριν –δηλαδή
2/x2– για µικρά x. Και αν συνεχίσετε τον αλγόριθµο πάνω στην ίδια «τροχιά» –δηλαδή
µε το ίδιο µ και µε τη λύση που έχει κόµβο στο x = 0– θα καταλήξετε, ύστερα από n
βήµατα, στο δυναµικό n(n+1)γ2/ sinh2 γx, που συµπεριφέρεται επίσης ως n(n+1)/x2

για µικρά x. Υπάρχει βεβαίως και η δυνατότητα να επιλέξουµε στο δεύτερο βήµα είτε ένα
διαφορετικό µ είτε µια διαφορετική λύση για το ίδιο µ, αλλά τη σχετική διερεύνηση θα
την αφήσουµε σ’ εσάς. Σκεφτείτε απλώς ότι οι λύσεις της δεύτερης βοηθητικής εξίσω-
σης Schrödinger θα προκύπτουν επίσης µε εφαρµογή του µετασχηµατισµού Darboux αν
µ2 6= µ1 = µ ή θα κατασκευαστούν χωριστά αν µ2 = µ1 = µ λαµβάνοντας υπ’ όψιν
ότι τότε η µία λύση θα είναι η U1 = (sinh γx)−1 και η δεύτερη θα βρεθεί µε εφαρµογή
του τύπου y2 = y1

∫
(W (x)/y2

1)dx που δίνει τη δεύτερη λύση µιας δευτεροτάξιας γραµ-
µικής εξίσωσης όταν η πρώτη είναι ήδη γνωστή. (W (x) είναι, βεβαίως, η βρονσκιανή της
εξίσωσης και θα ισούται µε µονάδα στην περίπτωσή µας. Γιατί;)
Σηµειώστε τέλος ότι και τούτο το δυναµικό –όπως και το προηγούµενο–έχει αποκλει-

στικά συνεχές φάσµα, µε λ = k2, και οι σχετικές λύσεις σκέδασης –που ικανοποιούν και
τη συνοριακή συνθήκη Yk(0) = 0– θα είναι οι

Yk = y′k − γ

tanh γx
yk

∣
∣
∣
yk=sin kx

= k cos kx− γ
sin kx

tanh γx

και πράγµατι µηδενίζονται για x → 0, όπως µπορείτε εύκολα να δείτε. Ενώ στην ασυµ-
πτωτική περιοχή x → +∞ θα έχουµε

Y
(+)
k = k cos kx− γ sin kx ≡

√

k2 + γ2 sin(kx+ δ),

όπου
δ = δ(k) = − tan−1(k/γ)

είναι η λεγόµενη φασική µετατόπιση (phase shift), η οποία «µετράει» την επίδραση του
εξεταζόµενου δυναµικού πάνω σε ένα σωµατίδιο που σκεδάζεται από αυτό.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3:
(
v(x) = 0, µ > 0

)

Θέτοντας τώρα µ = k2 στη βοηθητική εξίσωση Schrödinger, θα έχουµε ως λύσεις µε
µηδενικά –και µάλιστα µε άπειρα µηδενικά–τις sin kx και cos kx. Επιλέγοντας την πρώτη
παίρνουµε

V (x) = 0 − 2

(
k cos kx

sin kx

)′

=
2k2

sin2 kx
= (1.53)

βρίσκουµε δηλαδή ένα απειρόβαθο πηγάδι δυναµικού στο διάστηµα 0 < x < π/k, το
οποίο όµως δεν είναι πια «απότοµο» όπως το γνωστό –όπου το δυναµικό «πηδάει» ασυ-
νεχώς από το µηδέν στο άπειρο στα σηµεία x = 0 και x = L– αλλά οµαλό, αφού πε-
ριγράφεται από µια συνεχή συνάρτηση που πλησιάζει κατά συνεχή τρόπο το άπειρο στα
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συγκεκριµένα σηµεία. Όπως είναι φανερό από τη µορφή του, το δυναµικό (1.53) θα έχει
αποκλειστικά διάκριτο φάσµα, µε ιδιοτιµές και ιδιοσυναρτήσεις που θα προκύψουν από
τον µετασχηµατισµό Darboux Y = y′ − (u′/u)y αν σκεφτούµε ότι για να ικανοποιεί η
Y (x) τις συνοριακές συνθήκες Y (0) = Y (L) = 0 θα πρέπει να τις ικανοποιεί επίσης και
η y(x). Έτσι οι ιδιοτιµές του νέου (οµαλού) απειρόβαθου πηγαδιού θα είναι όπως και του
γνωστού, δηλαδή οι

λn = n2,

όπου δεχτήκαµε για λόγους απλότητας ότι k = 1 ⇒ L = π. Στις ίδιες µονάδες οι ιδιοσυ-
ναρτήσεις yn του αρχικού πηγαδιού θα είναι οι

yn = sinnx

και του νέου οι
Yn = y′n − cosx

sinx
yn = n cosnx− cosx

sinx
sinnx. (1.54)

Σηµειώστε όµως ότι για n = 1 η (1.54) δίνει Y1 = 0 όπως θα έπρεπε να αναµένεται,
αφού τότε είναι λ = µ(= k2) = 1 και όπως γνωρίζουµε ο µετασχηµατισµός Darboux δεν
δίνει τη λύση σε αυτή την περίπτωση. ∆εδοµένου ακόµα ότι η 1/u για u = sinx δεν έχει
τα «προσόντα» µιας δέσµιας κατάστασης, το συµπέρασµα από τα παραπάνω είναι ότι το
νέο απειρόβαθο πηγάδι που κατασκευάσαµε έχει όλες τις ιδιοτιµές του παλιού πλην της
πρώτης. Θα είναι δηλαδή

λn = n2 n = 2 (1.55)

Ως έλεγχο αυτού του συµπεράσµατος ας δούµε αν όντως ο τύπος (1.54) µε n = 2 δίνει
µια ιδιοσυνάρτηση Y2 µε τα απαιτούµενα χαρακτηριστικά µιας θεµελιώδους καταστάσεως
όπως θα πρέπει να είναι η n = 2 σύµφωνα µε την (1.55). Θα έχουµε

Y2 = 2 cos2x− sinx

cosx
sin 2x = 2(cos2 x− sin2 x) − cosx

sinx
· 2 sinx cosx

⇒ Y2 = −2 sin2 x ∼ sin2 x

και πράγµατι η ιδιοσυνάρτηση αυτή µηδενίζεται µόνο στα άκρα x = 0 και x = π του
διαστήµατος 0 < x < π και άρα αντιπροσωπεύει τη θεµελιώδη κατάσταση του νέου
πηγαδιού.
∆ιαπιστώνουµε έτσι –όχι χωρίς ικανοποίηση– ότι ο µετασχηµατισµός Darboux µπο-

ρεί να µας δώσει «δυναµικά-απογόνους» όχι µόνο της αδέσµευτης ελεύθερης κίνησης (τα
υπερδιαπερατά δυναµικά) αλλά και της περιορισµένης σε ένα διάστηµα ελεύθερης κίνη-
σης, οπότε τα «δυναµικά-απόγονοι» είναι τα οµαλά απειρόβαθα πηγάδια που βρήκαµε
πριν. Και µπορείτε επίσης να δείτε µόνοι σας ότι η συνέχιση του αλγορίθµου Darboux
πάνω στην ίδια «τροχιά» µπορεί να δώσει όλη την οικογένεια δυναµικών της µορφής
N(N + 1)/ sin2 x, όπου το N θα δηλώνει τώρα το πλήθος των δέσµιων καταστάσεων
του αρχικού πηγαδιού που έχουν «αφαιρεθεί». Θα είναι δηλαδή πάλι λn = n2 αλλά µε
n = N + 1. Ενώ τα ίδια αποτελέσµατα θα ισχύουν και για την οικογένεια δυναµικών
N(N + 1)/ cos2 x που προκύπτουν µε επιλογή της λύσης u = cosx. Και τα οποία βέβαια
δεν είναι παρά µια µετατοπισµένη (κατά π/2) µορφή των προηγούµενων.
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Στην επόµενη παράγραφο θα έχουµε την ευκαιρία να δούµε ότι όχι µόνο το δυναµικό
Bargmann µε τυχούσα ισχύ, αλλά και τα οµαλά απειρόβαθα πηγάδια τούτης της παραγρά-
φου είναι ακριβώς επιλύσιµα µε τυχούσα ισχύ V0 και όχι µόνο για τις τιµέςN(N +1) που
δίνει ο µετασχηµατισµός Darboux. Και θα επιβεβαιωθεί έτσι κάτι που ήδη υποψιάζεται ο
αναγνώστης. Ότι ο µετασχηµατισµόςDarboux παράγει δυναµικά µε κάποιες πολύ ειδικές
ιδιότητες. Ποιες να είναι άραγε αυτές στην τωρινή περίπτωση;

5. Τα «αρχικά» επιλύσιµα δυναµικά. Ο µετασχηµατισµός
Liouville

Το αυτονόητο ερώτηµα που τίθεται από τα προηγούµενα είναι βεβαίως τούτο. Ποια
είναι τα «δυναµικά εκκίνησης» για την εφαρµογή του αλγορίθµου Darboux; (∗)
∆ηλαδή, ποια είναι τα αρχικά επιλύσιµα δυναµικά επί των οποίων θα εφαρµοστεί
ο αλγόριθµος για να παράξει νέα; Από την πλευρά ενός µαθηµατικού µπορεί να
τεθεί και ένα άλλο ερώτηµα: Γιατί θα πρέπει να µας απασχολήσει τόσο πολύ η
εξίσωση Schrödinger; Πέραν των εφαρµογών της, έχει κάτι το ειδικό ως καθαρά
µαθηµατική εξίσωση ώστε να αξίζει να προσελκύσει την προσοχή µας και από
µαθηµατικής σκοπιάς; Παραδόξως οι απαντήσεις και στα δύο αυτά ερωτήµατα
είναι αλληλένδετες. Αρχίζοντας µε το δεύτερο ερώτηµα θα δείξουµε αµέσως ότι:
ΘΕΩΡΗΜΑ: Κάθε εξίσωση ιδιοτιµών δεύτερης τάξης –δηλαδή κάθε εξίσωση της
µορφής–

Ly = λy : L = a(x)D2 + b(x)D + c(x) (1.56)
µπορεί πάντα να αναχθεί στην εξίσωση Schrödinger

y′′ +
(
λ− v(x)

)
y = 0 (1.57)

για κάποιο κατάλληλο δυναµικό v(x).
Η απόδειξη είναι πολύ απλή. Πηγαίνοντας όλους τους όρους στο πρώτο µέλος

και διαιρώντας µε τον συντελεστή a(x) της δευτέρας παραγώγου, η (1.56) γράφε-
ται στην ισοδύναµη µορφή

y′′ + P (x)y′ +
(
Q0(x) + λQ1(x)

)
y = 0, (1.58)

όπου P (x) = b(x)/a(x), Q0(x) = c(x)/a(x) και Q1(x) = −1/a(x). Όµως η
(1.58) µετατρέπεται αµέσως στην κανονική µορφή

Y ′′ + I(x, λ)Y = 0 (1.59)
(∗) Αυτή θα είναι στο εξής µια εναλλακτική ονοµασία του µετασχηµατισµού Darboux η οποία

λαµβάνει υπ’ όψιν και το γεγονός ότι πρόκειται στην ουσία για µια αλγοριθµική διαδικασία
που µπορεί να εφαρµοστεί «κατ’ εξακολούθησιν».



5. ΤΑ «ΑΡΧΙΚΑ» ΕΠΙΛΥΣΙΜΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΑ. Ο ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LIOUVILLE 19

µε το γνωστό µετασχηµατισµό y = gY , όπου g = exp(− 1
2

∫
P (x)dx) και

I(x, λ) = λQ1 +Q0 −
1

2
P ′ − 1

4
P 2. (1.60)

Έτσι η (1.56) παίρνει τελικά τη λεγόµενη µορφή Liouville

y′′ +
(
λw − v(x)

)
y = 0, (1.61)

που είναι όπως µια εξίσωση Schrödinger αλλά µε την ιδιοτιµή λ να έχει πολλα-
πλασιαστεί µε µια συνάρτηση βάρουςw(x) που αποκαλείται έτσι διότι εµφανίζεται
στο εσωτερικό γινόµενο των ιδιοσυναρτήσεων, το οποίο, αντί της συνήθους µορ-
φής

∫
y∗nymdx, γράφεται τώρα ως

∫
w(x)y∗nymdx.(∗) Σύµφωνα µε την (1.60) θα

είναι λοιπόν
w(x) = Q1, v(x) =

1

2
P ′ +

1

4
P 2 −Q0. (1.62)

Το τελευταίο βήµα είναι να δείξουµε ότι µια εξίσωση τύπου Liouville, όπως η
(1.61), µπορεί να αναχθεί στην εξίσωση Schrödinger, δηλαδή πάλι σε µια εξίσωση
τύπου Liouville αλλά µε w = 1. Γι’ αυτό το σκοπό δεν έχουµε παρά να εφαρµό-
σουµε τον µετασχηµατισµό της § 1 (εξ. (1.10)-(1.14))

y′′ + qy = 0
Y (t)=y(x(t))/

√
ẋ(t)

−−−−−−−−−−−−→ Ÿ +Q(t)Y = 0, (1.63)

όπου Q(t) = qẋ2 + {x, t} µε {x, t} όπως στην (1.14). Έτσι θα έχουµε

Ÿ +
(
(λw − v)ẋ2 + {x, t}

)
Y = 0, (1.64)

οπότε αν η συνάρτηση µετασχηµατισµού x(t) εκλεγεί έτσι ώστε

wẋ2 = 1 ⇒ dt

dx
=
√

w(x) ⇒ t(x) =

∫
√

w(x) dx, (1.65)

τότε η (1.64) θα γράφεται ως

Ÿ +
(
λ− V (t)

)
Y = 0, (1.66)

(∗) Και βέβαια ως προς αυτό το εσωτερικό γινόµενο οι ιδιοσυναρτήσεις της (1.61) που ικανοποιούν
κάποιες κλάσεις συνοριακών συνθηκών –π.χ. τις y(a) = y(b) = 0– είναι ορθογώνιες. Είναι
δηλαδή

(yn, ym) =

Z b

n

w(x)y∗n(x)ym(x) dx = 0

όπου yn και ym οι λύσεις της (1.61) που αντιστοιχούν στις διαφορετικές ιδιοτιµές λn και λm.
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δηλαδή ως µια εξίσωση Schrödinger ως προς τη µεταβλητή t και µε ένα νέο δυνα-
µικό V (t) ίσο µε

V (t) =
v(x)

w(x)

∣
∣
∣
∣
x=x(t)

− {x, t} (1.67)

που γράφεται επίσης ως

V (t) =

(
v(x) − {t, x}

w(x)

)

x=x(t)

(1.68)

αν ληφθεί υπ’ όψιν ότι (δείξτε το)

{x, t} =
{t, x}
t′2

=
{t, x}
w(x)

. (1.69)

∆είξαµε λοιπόν ότι πράγµατι κάθε εξίσωση ιδιοτιµών της γενικής µορφήςLy =
λy –όπου L ένας τυχών δευτεροτάξιος διαφορικός τελεστής– µπορεί να αναχθεί
στην εξίσωση Schrödinger η οποία αποκτά έτσι και ένα καθαρά µαθηµατικό περιε-
χόµενο. Είναι η θεµελιώδης εξίσωση του προβλήµατος ιδιοτιµών δευτέρας τάξεως.
Ή διαφορετικά: Είναι η κανονική µορφή του προβλήµατος ιδιοτιµών δευτέρας τά-
ξεως.
Για προφανείς λόγους ο µετασχηµατισµός που µας οδήγησε στο παραπάνω απο-

τέλεσµα –που είναι ξανά µια µετάβαση από µια κανονική µορφή σε µια άλλη
(τύπος (1.63))– θα αποκαλείται στο εξής (για λόγους εύκολης συνεννόησης) µετα-
σχηµατισµός Liouville και θα αποτελέσει –µαζί µε τον µετασχηµατισµόDarboux–
ένα από τα βασικά µας εργαλεία για την ακριβή επίλυση, ή τη µελέτη, της εξισώ-
σεως Schrödinger.
Για τη χρήση του µετασχηµατισµού Liouville ως εργαλείου επίλυσης, η βασική

ιδέα είναι πολύ απλή. Από κάθε ακριβώς επιλύσιµη εξίσωση της µορφής (1.61)
που συµβαίνει να γνωρίζουµε, να δηµιουργούµε µια ακριβώς επιλύσιµη εξίσωση
Schrödinger –δηλαδή ένα ακριβώς επιλύσιµο δυναµικό– χρησιµοποιώντας αυτό
το µετασχηµατισµό. Μερικά παραδείγµατα θα σας πείσουν πόσο «παραγωγική»
µπορεί να είναι αυτή η ιδέα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1: Ξεκινάµε από την εξίσωση

y′′ +

(

A+
B

x
+
C

x2

)

y = 0 (1.70)

που γνωρίζουµε ότι είναι ακριβώς επιλύσιµη, αφού πρόκειται για την εξίσωση Schrödinger

y′′ +

(

λ−
(

− g
x

+
G

x2

))

y = 0 (1.71)
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για το δυναµικό Coulomb (−g/x) σε συνδυασµό µε τον φυγόκεντρο όρο (G/x2) αλλά
µε τυχούσα ισχύ G αντί της συνήθους έκφρασης ~

2`(` + 1)/2m που εµφανίζεται στην
ακτινική εξίσωση του γνωστού τριδιάστατου προβλήµατος (βλ., π.χ., Σ. Τραχανάς, Κβαν-
τοµηχανική Ι, σελ. 382). Και δεδοµένου ότι οι παράµετροι λ, g και G στην (1.71) είναι
κατ’ αρχήν αυθαίρετες, η εξίσωση (1.70) είναι ακριβώς επιλύσιµη για κάθε δυνατή τιµή
των A,B και C.(∗)
Ένα παράδειγµα εφαρµογής του µετασχηµατισµού Liouville στην (1.70) είναι να την

γράψουµε ως

y′′ +

(
λ

x2
+A+

B

x
+
C

x2

)

y = 0 (1.72)

που είναι, βέβαια, η ίδια µε την (1.70) αφού ο πρώτος και ο τελευταίος όρος µέσα στην
παρένθεση αθροίζονται στον (λ+C)/x2 που είναι ξανά ο αρχικός όρος, εφόσον το λ+C
είναι πάλι µια αυθαίρετη σταθερά.
Με w(x) = 1/x2 θα έχουµε

t =

∫
√

w(x) dx =

∫
dx

x
= lnx ⇒ x = et ⇒ {x, t} = −1/4

και εποµένως (αγνοώνταςπρόσηµα –αφού οι εµφανιζόµενες παράµετροι είναι αυθαίρετες–
και προσθετικές σταθερές που δεν έχουν φυσική σηµασία) θα έχουµε

V (t) =
A+

B

x
+
C

x2

1/x2

∣
∣
∣
∣
∣
x=et

− {x, t} = Ae2t +Bet

και αν επανέλθουµε σε φυσικό συµβολισµό για τη µαθηµατική µεταβλητή t(†) –την πούµε
x αντί t– παίρνουµε τελικά ως επιλύσιµο δυναµικό το λεγόµενο δυναµικόMorse

V (x) = Ae−2λx +Be−λx, (1.73)

όπου κάναµε επιπλέον και την ανακλιµάκωση x→ λx η οποία σίγουρα δεν επηρεάζει την
επιλυσιµότητα, αφού είναι πρακτικά ισοδύναµη µε απλή αλλαγή µονάδων.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2: (Χωρίς λόγια!)

εξίσωση εκκίνησης: y′′ +

(

A+
B

x
+
C

x2

)

y = 0 ⇒

(∗) Όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, η ακριβής επιλυσιµότητα της (1.70) θα είναι προφανής
και χωρίς καµιά προηγούµενη σχετική γνώση.

(†) Εναλλακτικά, θα µπορούσαµε να έχουµε αποκαλέσει τη µεταβλητή της αρχικής εξίσωσης ως
t και τη νέα ως x αλλά αυτές είναι διαδικαστικές λεπτοµέρειες χωρίς ουσιώδες περιεχόµενο.
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εξίσωση τύπου Liouville: y′′ +

(
λ

x
+A+

B

x
+
C

x2

)

y = 0 ⇒

⇒ w(x) =
1

x
⇒ t =

∫
dx√
x
∼ x1/2 ⇒ x = t2

⇒ {x, t} =
1

2

(
ẍ

ẋ

)
·

− 1

4

(
ẍ

ẋ

)2

= − 3

4t2

⇒ V (t) =
A+

B

x
+
C

x2

(1/x)

∣
∣
∣
∣
∣
x=t2

− {x, t}

= At2 +
B

t2
+ σταθερά

⇒ V (x) = Ax2 +
B

x2
(1.74)

όπου στα παραπάνω υιοθετήσαµε µια σειρά αυτονόητων απλοποιήσεων και συµβάσεων
όπως, π.χ., το να αγνοούµε τον τυχόν αριθµητικό συντελεστή στη σχέση του t µε το x ή αν-
τίστροφα και επίσης να µετονοµάζουµε συνεχώς (επί το κοµψότερο) τις σταθερέςA,B,C
εφόσον είναι αυθαίρετες, ή να αγνοούµε προσθετικές σταθερές στην έκφραση του τελικού
δυναµικού που δεν έχουν φυσική (ή άλλη) σηµασία. Το αποτέλεσµα (1.74) είναι, βέβαια,
πολύ αξιοµνηµόνευτο. Πρόκειται για τον αρµονικό ταλαντωτή µε τον γνωστό κεντρό-
φυγο όρο. Και προήλθε βεβαίως από το δυναµικό Coulomb µέσω του µετασχηµατισµού
Liouville. Φτάσαµε έτσι στο πολύ ενδιαφέρον συµπέρασµα ότι τα δυναµικά Coulomb και
αρµονικού ταλαντωτή είναι διασυνδεόµενα –δηλαδή µπορούν να απεικονιστούν το ένα
στο άλλο– και άρα οι λύσεις του ενός µπορούν να εκφραστούν µέσω των λύσεων του άλ-
λου. Το οποίο σηµαίνει, µεταξύ άλλων, ότι τα σχετικά πολυώνυµα Laguerre και Hermite
συνδέονται µεταξύ τους µε τον τρόπο που υποδεικνύουν οι παραπάνω πράξεις. Ας µην
εκπλαγεί λοιπόν ο αναγνώστης αν συναντήσει «διασυνδέσεις» τέτοιου τύπου στη βιβλιο-
γραφία. Σύµφωνα µε τα παραπάνω θα πρέπει να τις περιµένει.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3: (Πάλι µε την ίδια αρχική εξίσωση.)

εξίσωση εκκίνησης: y′′ +
(

A+
B

x
+
C

x2

)

y = 0 ⇒

εξίσωση τύπου Liouville: y′′ +

(

λ

(

1 +
1

x2

)

+ A+
B

x
+
C

x2

)

y = 0

⇒ t =

∫ √

1 +
1

x2
dx =

√

1 + x2 + ln
x

1 +
√

1 + x2
(1.75)




