
Κεφάλαιο 14

Η µικροσκοπική θεωρία BCS

Σε χαµηλές θερµοκρασίες, τα µεταλλικά συστήµατα εµφανίζουν συχνά το φαινό-
µενο της υπεραγωγιµότητας ως συνέπεια της ύπαρξης µιας ελκτικής ενεργού αλ-
ληλεπίδρασης ηλεκτρονίου-ηλεκτρονίου. Στους συνήθεις υπεραγωγούς η εν λόγω
αλληλεπίδραση αποτελεί τη συνισταµένη δύο αντιτιθέµενων όρων: (α) της θωρα-
κισµένης και εποµένως βραχείας εµβέλειας απωστικής αλληλεπίδρασης Coulomb,
και (β) µιας έµµεσης ελκτικής αλληλεπίδρασης που προχωρεί µέσω της σύζευξης
των ηλεκτρονίων µε τις ταλαντώσεις του ιοντικού πλέγµατος (φωνόνια). Όπως συ-
ζητήθηκε εκτενώς στο Κεφάλαιο 7, η ενεργός Χαµιλτονιανή BCS που περιγράφει
τέτοιου είδους συστήµατα έχει τη µορφή (7.61)

H − µN̂ =
∑

k,σ

(εok − µ)a†kσakσ − 1

V

∑

k,k′

Vkk′a†k↑a
†
−k↓a−k′↓ak′↑ , (14.1)

όπου οι τελεστές δηµιουργίας και καταστροφής επιπέδων κυµάτων, a†kσ και akσ,
υπακούουν τις αντιµεταθετικές σχέσεις (5.2), ενώ η σχέση διασποράς έχει τη γενι-
κή ιδιότητα συµµετρίας: εok = εo−k. Υπενθυµίζουµε ότι το ενεργό δυναµικό, Vkk′ ,
το οποίο περιγράφει την ελκτική ενεργό αλληλεπίδραση ηλεκτρονίου-ηλεκτρονίου,
θεωρείται ως µια συνάρτηση πραγµατικών τιµών που ικανοποιεί τις απλές ιδιότητες
συµµετρίας (7.62).
Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι µια σύντοµη παρουσίαση της µικροσκοπι-

κής θεωρίαςBCS για την υπεραγώγιµη φάση των µεταλλικών συστηµάτων που περι-
γράφονται από την (14.1), χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των εξισώσεων κίνησης των
συναρτήσεων Green, σε συνδυασµό µε την προσέγγιση αποσύζευξης Hartree-Fock-
Bogoliubov, που συνοψίζεται στις (13.3)–(13.4). Τα αποτελέσµατα που θα προκύ-
ψουν αποτελούν γενίκευση, σε πεπερασµένες θερµοκρασίες, των αποτελεσµάτων
του Κεφαλαίου 7, τα οποία αφορούσαν αποκλειστικά τη µηδενική θερµοκρασία.
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Υπενθυµίζεται ότι αφετηρία της θεωρίας BCS υπήρξε η πρόταση του Cooper
σύµφωνα µε την οποία: η θεµελιώδης κατάσταση ενός κανονικού µεταλλικού συ-
στήµατος, δηλ. η θάλασσα Fermi, γίνεται ασταθής, παρουσία της ελκτικής αλλη-
λεπίδρασης Vkk′ µεταξύ των ηλεκτρονίων. Είναι λοιπόν χρήσιµο, ως προοίµιο της
µελέτης της υπεραγώγιµης φάσης, να παρουσιάσουµε στην πρώτη παράγραφο αυ-
τού του κεφαλαίου µια σύντοµη µελέτη της αστάθειας Cooper της κανονικής φά-
σης του συστήµατος, δηλ. της φάσης υψηλών θερµοκρασιών, χρησιµοποιώντας την
προσέγγιση T -πίνακα. ∆εδοµένης της πρακτικά µηδενικής εµβέλειας της αλληλεπί-
δρασης Vkk′ στον πραγµατικό χώρο,1 η χρήση της προσέγγισης T -πίνακα σε αυτό
το πλαίσιο είναι, κατ’ αρχήν, επιτρεπτή. Παρ’ όλα αυτά, ο ελκτικός χαρακτήρας της
αλληλεπίδρασης αποδεικνύεται καταλυτικός σε χαµηλές θερµοκρασίες, οδηγώντας
στην κατάρρευση της προσέγγισης T -πίνακα σε µια ορισµένη κρίσιµη τιµή της θερ-
µοκρασίας. Το γεγονός αυτό σηµατοδοτεί την αστάθεια της κανονικής φάσης του
συστήµατος και την είσοδό του στην υπεραγώγιµη φάση.

14.1 Η αστάθεια Cooper

Συµβολίζοντας συλλογικά τους κβαντικούς αριθµούς ορµής και σπιν µε α =
(kα, σα), β = (kβ, σβ), . . . , η ενεργός Χαµιλτονιανή BCS (14.1) έχει τη γενική
µορφή (12.53). Τα στοιχεία πίνακα της ενεργού αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίου-
ηλεκτρονίου, vαβ,γδ, δίνονται από τον τύπο

vαβ,γδ =

[
− 1

V
Vkαkγ δσα,σγ

]
δkα+kβ ,0 δkγ+kδ ,0 δσα+σβ ,0 δσγ+σδ ,0 , (14.4)

ικανοποιώντας τόσο τις γενικές ιδιότητες συµµετρίας (3.218)–(3.219) όσο και τις
σχέσεις (3.261)–(3.264), οι οποίες είναι χαρακτηριστικές των οµογενών συστηµά-

1Το ενεργό δυναµικό (7.86), Vkk′ , που προτάθηκε από τους BCS, αντιστοιχεί στον πραγµατικό
χώρο σε ένα ελκτικό δυναµικό αλληλεπίδρασης δύο-σωµάτων της µορφής

v(x,x′) = −gδ(x− x
′) , µε g > 0 . (14.2)

Η παρουσία της δ-συνάρτησης στην (14.2) είναι χαρακτηριστική της µηδενικής εµβέλειας της αλλη-
λεπίδρασης, αν και είναι σηµαντικό να υπενθυµίσουµε ότι αυτή αφορά αποκλειστικά τα ηλεκτρόνια
που βρίσκονται µέσα σε έναν ενεργειακό φλοιό πάχους ωD πάνω και κάτω από την επιφάνεια Fermi.
Για την αντίστοιχη µορφή της ενεργού Χαµιλτονιανής BCS (14.1) στον χώρο των θέσεων, έχουµε ότι

H − µN̂ =
∑

σ

∫
d3xψ†

σ(x)

(
−∇2

2m
− µ

)
ψσ(x) − g

∫
d3xψ†

↑(x)ψ†
↓(x)ψ↓(x)ψ↑(x) , (14.3)

όπου οι τελεστές πεδίου ψ†
σ(x), ψσ(x) υπακούουν τις αντιµεταθετικές σχέσεις (3.104), µε ζ = −1.
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των. Επιπλέον, από το δεξιό µέλος της (14.4) γίνεται φανερό ότι η εν λόγω αλληλεπί-
δραση διατηρεί το σπιν· µε άλλα λόγια, η κατάσταση σπιν ↑ ή ↓ του κάθε ηλεκτρονίου
διατηρείται στη διεργασία σκέδασης.
Ας θεωρήσουµε τώρα την περιοχή υψηλών θερµοκρασιών όπου το µεταλλικό σύ-

στηµα βρίσκεται στην κανονική του φάση. Στο πλαίσιο της προσέγγισης T -πίνακα,
και υιοθετώντας για τα στοιχεία πίνακα Tαβ,γδ(z) µια δοµή αντίστοιχη της (14.4)

Tαβ,γδ(z) =

[
− 1

V
Tkαkγ (z)δσα ,σγ

]
δkα+kβ ,0 δkγ+kδ ,0 δσα+σβ ,0 δσγ+σδ ,0 , (14.5)

η εξίσωση Bethe-Salpeter (13.121) ανάγεται στην παρακάτω γραµµική ολοκληρω-
τική εξίσωση

Tkk′(z) = Vkk′ − 1

V

∑

k′′

Vkk′′
1 − 2f(εk′′)

z − 2(εk′′ − µ)
Tk′′k′(z) , (14.6)

όπου f(ε) είναι η συνάρτηση κατανοµής Fermi-Dirac (4.96).2 Σύµφωνα µε τη φυ-
σική ερµηνεία του T -πίνακα που αναπτύξαµε στην παράγραφο 13.4.3, τα στοιχεία
Tkk′(z) περιγράφουν την ενεργό αλληλεπίδραση δύο-ηλεκτρονίων και συγκεκριµένα
τη διεργασία όπου: δύο ηλεκτρόνια µε αρχική κατάσταση (k′ ↑,−k′ ↓) οδηγούνται
µέσα από µιαν αλληλουχία πολλαπλών µεταξύ τους σκεδάσεων στην τελική κατά-
σταση (k ↑,−k ↓). Τα υπόλοιπα ηλεκτρόνια του συστήµατος επηρεάζουν την εν
λόγω ενεργό αλληλεπίδραση µόνο µέσω της συνάρτησης κατανοµής f(εk′′), η οποί-
α εµφανίζεται στην (14.6) και η οποία περιορίζει τις διαθέσιµες ενδιάµεσες κατα-
στάσεις σκέδασης (k′′ ↑,−k′′ ↓) του αλληλεπιδρώντος ζεύγους ηλεκτρονίων· βλ.
Σχήµα 14.1.
Η αντίστοιχη ιδιοενέργεια (13.123) του ηλεκτρονίου, στην προσέγγιση T -πίνακα,

είναι διαγώνια στους κβαντικούς αριθµούς ορµής και σπιν, όπως άλλωστε είναι ανα-
µενόµενο για το παρόν οµογενές σύστηµα. Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι

Σkσ(z) = − 1

V
f(εk)Tkk(z + εk − µ) . (14.7)

2Ακολουθώντας µια πάγια τακτική στη θεωρία της υπεραγωγιµότητας, θεωρούµε ότι: η ποσότητα
εk που εµφανίζεται στην (14.6), καθώς και στις υπόλοιπες εξισώσεις αυτής της παραγράφου, ισούται
µε την αρχική µονοσωµατιδιακή σχέση διασποράς των ηλεκτρονίων εok περιλαµβανοµένων όµως και
όλων των τετριµµένων σε αυτήν διορθώσεων τύπου Hartree-Fock. Οι εν λόγω διορθώσεις θεωρούν-
ται ότι είναι ανεξάρτητες του σπιν, άρτιες συναρτήσεις του k, και ίδιες τόσο στην κανονική όσο και
στην υπεραγώγιµη φάση του συστήµατος. Σε πρακτικούς υπολογισµούς χρησιµοποιείται η συνήθης
παραβολική µορφή: εk = |k|2/(2m).
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T
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k
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Σχήµα 14.1: Γραφική παράσταση του T -πίνακα (σκιασµένο τετράγωνο) ως η
ενεργός αλληλεπίδραση δύο-ηλεκτρονίων, Tkk′(z), που µας υποβάλλει η εξίσωση
Bethe-Salpeter (14.6). Η συχνότητα z χαρακτηρίζει την ολική ενέργεια του ζεύγους
(k′ ↑,−k′ ↓) των εισερχοµένων ηλεκτρονίων.

Η έκφραση (14.7) για την ιδιοενέργεια είναι ανεξάρτητη του σπιν σ και, συνεπώς,
το ίδιο θα ισχύει για τη σχέση διασποράς των ηλεκτρονίων Ek που προκύπτει τώρα
από το γενικό αποτέλεσµα (12.111) και τη συζήτηση που το ακολουθεί

Ek = εk − 1

V
f(εk)Re[T r

kk(2(εk − µ))] , (14.8)

όπου T r
kk′(ω) = Tkk′(ω + iη) είναι ο retarded T -πίνακας. Το αποτέλεσµα (14.8)

αναδεικνύει την ιδιαίτερη σηµασία του retarded T -πίνακα σε µηδενική συχνότητα,
δεδοµένου ότι: η τιµή T r

kk(0) προσδιορίζει τη διόρθωση στη σχέση διασποράς των
ηλεκτρονίων που βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια Fermi, δηλ. των ηλεκτρονίων µε
κυµατανύσµατα τέτοια ώστε εk = µ.
Η εξίσωση Bethe-Salpeter (14.6) επιλύεται υιοθετώντας για το ενεργό δυναµικό,

Vkk′ , τη χωριζόµενη µορφή (7.86)

Vkk′ = gθ(ωD − |ξk|)θ(ωD − |ξk′ |) , (14.9)

όπου, εξ ορισµού,
ξk = εk − µ . (14.10)

Πράγµατι, σε αυτήν την περίπτωση ελέγχεται εύκολα από την (14.6) ότι τα στοιχεία
πίνακα Tkk′(z) έχουν την αντίστοιχη χωριζόµενη µορφή

Tkk′(z) = T (z)θ(ωD − |ξk|)θ(ωD − |ξk′ |) , (14.11)
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µε τη συνάρτηση T (z) να δίνεται από τον τύπο

T (z) = g

[
1 +

g

V

∑

k

θ(ωD − |ξk|)
tanh(βξk/2)

z − 2ξk

]−1

. (14.12)

Μετατρέποντας το k-άθροισµα σε ολοκλήρωµα µε τη βοήθεια της πυκνότητας κα-
ταστάσεων (7.89), N(ξ), και χρησιµοποιώντας τη συνήθη προσέγγιση (7.90), η πα-
ραπάνω έκφραση για τη συνάρτηση T (z) γράφεται τελικά µε τη µορφή

T (z) = g

[
1 + gN(0)

∫ ωD

−ωD

dξ
tanh(βξ/2)

z − 2ξ

]−1

. (14.13)

Η τιµή N(0) ταυτίζεται µε την πυκνότητα καταστάσεων στην επιφάνεια Fermi, που
προσδιορίζεται από το χηµικό δυναµικό µ.
Λόγω του ελκτικού χαρακτήρα (g > 0) του δυναµικού αλληλεπίδρασης, η συν-

άρτηση T (z) εµφανίζει µιαν ανεπίτρεπτη συµπεριφορά σε χαµηλές θερµοκρασίες:
εµφανίζει µιγαδικούς πόλους, δηλ. πόλους εκτός του πραγµατικού άξονα, για τιµές
του z κοντά στο 0. Προκειµένου να αναδείξουµε αυτήν τη συµπεριφορά, ας υπο-
λογίσουµε τη συνάρτηση T (z) για φανταστικές τιµές του z, δηλ. z = iy, όπου y
είναι ένας µη µηδενικός πραγµατικός αριθµός. Σε αυτήν την περίπτωση, η έκφραση
(14.13) ανάγεται στην

T (z = iy) = g

[
1 − gN(0)

∫ ωD

0
dξ

4ξ tanh(βξ/2)

y2 + 4ξ2

]−1

. (14.14)

Εάν η θερµοκρασία είναι αρκετά υψηλή, έτσι ώστε

1 > gN(0)

∫ ωD

0
dξ

tanh(βξ/2)

ξ
, (14.15)

τότε η (14.14) δεν έχει πόλους για πραγµατικές τιµές του y, δηλ. για µιγαδικές τιµές
του z. Από την άλλη µεριά, εάν η θερµοκρασία είναι αρκετά χαµηλή, έτσι ώστε

1 ≤ gN(0)

∫ ωD

0
dξ

tanh(βξ/2)

ξ
, (14.16)

θα υπάρχουν πόλοι για πραγµατικές τιµές του y. Πράγµατι, για αρκετά χαµηλές
θερµοκρασίες η τιµή του ολοκληρώµατος στην (14.14) µπορεί να γίνει οσοδήπο-
τε µεγάλη. Για παράδειγµα, στο όριο µηδενικής θερµοκρασίας (β → ∞) έχουµε
tanh(β|ξ|/2) = 1 και εποµένως

∫ ωD

0
dξ

4ξ

y2 + 4ξ2
=

1

2
ln

[
y2 + 4ω2

D

y2

]
. (14.17)
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Το ολοκλήρωµα (14.17) µπορεί λοιπόν να γίνει οσοδήποτε µεγάλο επιλέγοντας µιαν
αρκετά µικρή τιµή της παραµέτρου y.
Συµπερασµατικά, σε υψηλές θερµοκρασίες τα στοιχεία πίνακα Tkk′(z) δεν εµ-

φανίζουν µιγαδικούς πόλους και εποµένως η προσέγγιση T -πίνακα είναι απολύτως
συνεπής. Αντιθέτως, σε χαµηλές θερµοκρασίες έχουµε την εµφάνιση µιγαδικών πό-
λων, γεγονός που παραβιάζει τις αναλυτικές ιδιότητες του T -πίνακα. Η εµφάνιση
µιγαδικών πόλων στη συνάρτηση T (z) υποδηλώνει ότι η κανονική φάση του συστή-
µατος, στο πλαίσιο της οποίας εφαρµόζεται η προσέγγιση T -πίνακα, γίνεται ασταθής
λόγω κάποιας δραστικής µεταβολής των ιδιοτήτων του συστήµατος σε χαµηλές θερ-
µοκρασίες. Συγκεκριµένα, η εµφάνιση µιγαδικών πόλων οφείλεται στο γεγονός ότι:
σε χαµηλές θερµοκρασίες, ζεύγη σωµατιδίων πάνω στην επιφάνεια Fermi, µε µηδε-
νική ολική ορµή και αντιπαράλληλα σπιν, δηµιουργούν δέσµιες καταστάσεις –ζεύγη
Cooper– προκαλώντας τη µετάβαση του συστήµατος στην υπεραγώγιµη φάση. Η
κρίσιµη θερµοκρασία, Tc, στην οποία εµφανίζεται η εν λόγω µετάβαση ταυτίζεται µε
τη θερµοκρασία στην οποία η συνθήκη (14.16) ισχύει µε το σύµβολο της ισότητας.
Με άλλα λόγια, έχουµε ότι3

1 = gN(0)

∫ ωD

0
dξ

tanh(βc ξ/2)

ξ
= gN(0) ln

(
2eγωD

πkBTc

)
, (14.18)

όπου βc = (kBTc)
−1 και γ ≈ 0.577 είναι η σταθερά του Euler (Α.60). Από την

(14.18) έπεται ισοδύναµα ότι

kBTc =
2eγ

π
ωD e

−1/gN(0) ≈ 1.13ωD e−1/gN(0) . (14.19)

Η έκφραση (14.19) για την κρίσιµη θερµοκρασία µάς βεβαιώνει ότι στο όριο ασθε-
νούς σύζευξης, gN(0) � 1, έχουµε: kBTc � ωD.
Ένας άλλος τρόπος να συµπεράνουµε την κατάρρευση της προσέγγισης T -

πίνακα σε χαµηλές θερµοκρασίες είναι µέσω του υπολογισµού της retarded συνάρ-
τησης, T r(ω) = T (ω + iη), για την τιµή ω = 0. Πράγµατι, δεν είναι δύσκολο να
δείξουµε ότι

T r(0) = g

[
1 − gN(0) ln

(
2eγωD

πkBT

)]−1

, µε kBT � ωD . (14.20)

Για το υπό µελέτη ελκτικό δυναµικό (g > 0) το δεξιό µέλος της παραπάνω έκφρασης
απειρίζεται λογαριθµικά ακριβώς στην κρίσιµη θερµοκρασία T = Tc· βλ. (14.18).

3Ο λεπτοµερής υπολογισµός του ξ-ολοκληρώµατος (14.18) στη συνήθη περιοχή θερµοκρασιών,
kBT � ωD, παρουσιάζεται αργότερα· βλ. (14.49)–(14.50).
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Ο εν λόγω απειρισµός συνεπάγεται τον αντίστοιχο απειρισµό της σχέσης διασποράς
(14.8), Ekσ, των ηλεκτρονίων που βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια Fermi, δηλ. των
ηλεκτρονίων µε κυµατανύσµατα τέτοια ώστε εk = µ. Ο απαράδεκτος από φυσική
άποψη αυτός απειρισµός σηµατοδοτεί την κατάρρευση της προσέγγισης T -πίνακα
σε χαµηλές θερµοκρασίες και κατ’ επέκταση την αστάθεια της κανονικής φάσης του
συστήµατος ως προοίµιο της εισόδου του στην υπεραγώγιµη φάση. Όπως θα δείξου-
µε στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου, η έκφραση (14.19) ταυτίζεται πράγµατι µε
το περίφηµο αποτέλεσµα της θεωρίας BCS για την κρίσιµη θερµοκρασία µετάβασης
Tc ενός υπεραγωγού· βλ. (14.53).

14.2 Οι εξισώσεις κίνησης

Στο υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου θα θεωρήσουµε την περιοχή χαµηλών θερµο-
κρασιών όπου το µεταλλικό σύστηµα βρίσκεται πλέον στην υπεραγώγιµη φάση του.
Επιστρέφοντας στη Χαµιλτονιανή BCS (14.1) και χρησιµοποιώντας το κεντρικό
αποτέλεσµα (12.12), έχουµε για την εξίσωση κίνησης της συνάρτησης Green ενός-
σωµατιδίου ότι

z〈〈ak↑; a†k↑〉〉z = 〈{ak↑, a†k↑}〉 + 〈〈[ak↑,H − µN̂ ]; a†k↑〉〉z . (14.21)

Χρησιµοποιώντας τις αντιµεταθετικές σχέσεις (5.2) και την ταυτότητα (3.74) για
τον υπολογισµό των µεταθετών, η εξίσωση κίνησης (14.21) παίρνει την ισοδύναµη
µορφή (άσκηση)

[z − (εok − µ)]〈〈ak↑; a†k↑〉〉z = 1 − 1

V

∑

k′

Vkk′〈〈a†−k↓a−k′↓ak′↑; a
†
k↑〉〉z . (14.22)

Για την καινούργια συνάρτηση Green δύο-σωµατιδίων που εµφανίζεται στο δεξιό
µέλος της (14.22) πραγµατοποιούµε τώρα την προσέγγιση αποσύζευξης Hartree-
Fock-Bogoliubov (13.3), µε ζ = −1. Συγκεκριµένα, έχουµε την προσέγγιση

〈〈a†−k↓a−k′↓ak′↑; a
†
k↑〉〉z ' 〈a†−k↓a−k′↓〉〈〈ak′↑; a

†
k↑〉〉z

−〈a†−k↓ak′↑〉〈〈a−k′↓; a
†
k↑〉〉z

+〈a−k′↓ak′↑〉〈〈a†−k↓; a
†
k↑〉〉z . (14.23)

Ως συνήθως, η προσέγγιση αποσύζευξης συµπληρώνεται και απλουστεύεται υποθέ-
τοντας αυτοσυνεπώς την ιδιότητα (13.13), δηλαδή

〈a†kσak′σ′〉 = δσσ′δkk′〈a†kσakσ〉 . (14.24)
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Η (14.24) αποτελεί µια λογική παραδοχή, όσον αφορά τουλάχιστον την περιγραφή
της οµογενούς υπεραγώγιµης και κανονικής φάσης του συστήµατος.
Με τη βοήθεια των (14.23)–(14.24) η εξίσωση κίνησης (14.22) παίρνει την τε-

λική µορφή

(z − ξk)〈〈ak↑; a†k↑〉〉z + ∆k〈〈a†−k↓; a
†
k↑〉〉z = 1 , (14.25)

όπου ∆k είναι η λεγόµενη “συνάρτηση χάσµατος BCS”, η οποία ορίζεται από τη
σχέση

∆k =
1

V

∑

k′

Vkk′ 〈a−k′↓ak′↑〉 , (14.26)

σε αναλογία µε την (7.121). Στην (14.25) σηµειώνουµε µε ξk την ποσότητα (14.10),
ξk = εk − µ, όπου, εξ ορισµού: εk = εok − 1

V Vkk〈a†−k↓a−k↓〉. Στο θερµοδυναµικό
όριο (V → ∞) που µας ενδιαφέρει έχουµε, προφανώς, ότι: εk = εok. Εποµένως, η
ποσότητα εk είναι, πράγµατι, ανεξάρτητη του σπιν σ και έχει την ιδιότητα συµµε-
τρίας: εk = ε−k. Γενικότερα, η ποσότητα εk θεωρείται ότι ενσωµατώνει όλες τις
τετριµµένες διορθώσεις τύπου Hartree-Fock στη µονοσωµατιδιακή σχέση διασπο-
ράς των ηλεκτρονίων. Οι διορθώσεις αυτές θεωρούνται ότι είναι ανεξάρτητες του
σπιν, άρτιες συναρτήσεις του k, και ίδιες τόσο στην κανονική όσο και στην υπε-
ραγώγιµη φάση του συστήµατος. Σε πρακτικούς υπολογισµούς χρησιµοποιείται η
συνήθης παραβολική µορφή: εk = |k|2/(2m).
Προκειµένου να οδηγηθούµε σε ένα κλειστό σύστηµα εξισώσεων κίνησης, πρέ-

πει τώρα να γράψουµε και την εξίσωση κίνησης για την ανώµαλη συνάρτηση Green
〈〈a†−k↓; a

†
k↑〉〉z που εµφανίζεται στην (14.25). Σύµφωνα µε το κεντρικό αποτέλεσµα

(12.12), η εξίσωση κίνησης για την εν λόγω συνάρτηση Green έχει τη µορφή
z〈〈a†−k↓; a

†
k↑〉〉z = 〈{a†−k↓, a

†
k↑}〉 + 〈〈[a†−k↓,H − µN̂ ]; a†k↑〉〉z , (14.27)

απ’ όπου έπεται ισοδύναµα ότι (άσκηση)

[z + (εok − µ)]〈〈a†−k↓; a
†
k↑〉〉z = − 1

V

∑

k′

Vkk′〈〈a†k′↑a
†
−k′↓ak↑; a

†
k↑〉〉z . (14.28)

Για την καινούργια συνάρτηση Green δύο-σωµατιδίων που εµφανίζεται στο δεξιό
µέλος της (14.28) πραγµατοποιούµε την προσέγγιση αποσύζευξης Hartree-Fock-
Bogoliubov (13.4), µε ζ = −1. Συγκεκριµένα, έχουµε την προσέγγιση

〈〈a†k′↑a
†
−k′↓ak↑; a

†
k↑〉〉z ' 〈a†k′↑a

†
−k′↓〉〈〈ak↑; a

†
k↑〉〉z

−〈a†k′↑ak↑〉〈〈a
†
−k′↓; a

†
k↑〉〉z

+〈a†−k′↓ak↑〉〈〈a
†
k′↑; a

†
k↑〉〉z . (14.29)
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Με τη βοήθεια της παραπάνω προσέγγισης αποσύζευξης και χρησιµοποιώντας την
υπόθεση (14.24), καθώς και την απλή ιδιότητα (4.14), η εξίσωση κίνησης (14.28)
παίρνει την τελική µορφή

(z + ξk)〈〈a†−k↓; a
†
k↑〉〉z + ∆∗

k〈〈ak↑; a†k↑〉〉z = 0 . (14.30)

Οι (14.25) και (14.30) αποτελούν πλέον ένα κλειστό σύστηµα εξισώσεων η λύση
του οποίου οδηγεί αµέσως στις παρακάτω απλές εκφράσεις για την κανονική και την
ανώµαλη συνάρτηση Green ενός-σωµατιδίου:

〈〈ak↑; a†k↑〉〉z =
z + ξk

z2 − (ξ2
k + |∆k|2)

=
z + ξk
z2 −E2

k

,

(14.31)
〈〈a†−k↓; a

†
k↑〉〉z = − ∆∗

k

z2 − (ξ2
k + |∆k|2)

= − ∆∗
k

z2 −E2
k

,

όπου, σε αναλογία µε την (7.75), η ποσότητα Ek ορίζεται από τη σχέση

Ek =
√
ξ2k + |∆k|2 . (14.32)

Τα αποτελέσµατα (14.31) µπορούν να γραφούν και µε την παρακάτω χρήσιµη ισο-
δύναµη µορφή:

〈〈ak↑; a†k↑〉〉z =
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
1

z −Ek

+
1

2

(
1 − ξk

Ek

)
1

z +Ek

,

(14.33)
〈〈a†−k↓; a

†
k↑〉〉z = − ∆∗

k

2Ek

(
1

z −Ek

− 1

z +Ek

)
.

Οι συναρτήσεις Green ενός-σωµατιδίου (14.33) έχουν πόλους στις ενέργειες ±Ek.
Εποµένως, η ποσότητα Ek που ορίζεται από τον τύπο (14.32) προσδιορίζει τη σχέση
διασποράς των οιονεί-σωµατιδίων στον υπεραγωγό. Έτσι λοιπόν, στην περίπτωση
όπου ∆k 6= 0 έχουµε, πράγµατι, την εµφάνιση ενός χάσµατος |∆k| στο ενεργειακό
φάσµα των οιονεί-σωµατιδίων του συστήµατος.
Από τον ορισµό (14.26) της συνάρτησης χάσµατος ∆k και µε τη βοήθεια της

(4.14) και της ταυτότητας (9.52), µε ζ = −1, έπεται ότι

∆∗
k =

1

V

∑

k′

Vkk′ 〈a†k′↑a
†
−k′↓〉

=
1

βV

∑

k′

∑

n

Vkk′ eiωnη〈〈a†−k′↓; a
†
k′↑〉〉iωn . (14.34)
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Το ωn-άθροισµα στην (14.34) είναι πάνω στις φερµιονικές (ζ = −1) θερµικές συχνό-
τητες (9.50), δηλ. πάνω στις συχνότητες ωn = (2n + 1)π/β, µε n = 0,±1,±2, . . . .
Ο τύπος (14.34) είναι εξαιρετικά χρήσιµος διότι επιτρέπει τον αυτοσυνεπή υπολο-
γισµό της συνάρτησης χάσµατος ξεκινώντας από το αντίστοιχο αποτέλεσµα για την
ανώµαλη συνάρτηση Green. Πράγµατι, αξιοποιώντας την ταυτότητα (10.132), µε
ζ = −1, έχουµε διαδοχικά από τις (14.33)–(14.34) ότι

∆∗
k = − 1

V

∑

k′

Vkk′
∆∗

k′

2Ek′

1

β

∑

n

eiωnη
(

1

iωn −Ek′
− 1

iωn +Ek′

)

= − 1

V

∑

k′

Vkk′
∆∗

k′

2Ek′

(
1

eβEk′ + 1
− 1

e−βEk′ + 1

)

=
1

V

∑

k′

Vkk′
∆∗

k′

2Ek′
tanh

(
1

2
βEk′

)
, (14.35)

απ’ όπου, παίρνοντας τον µιγαδικό συζυγή και των δύο µελών, έπεται τελικά ότι

∆k =
1

V

∑

k′

Vkk′
∆k′

2Ek′
tanh

(
1

2
βEk′

)
. (14.36)

Η µη γραµµική ολοκληρωτική εξίσωση (14.36), γνωστή και ως η “εξίσωση χάσµα-
τος BCS”, προσδιορίζει αυτοσυνεπώς τη συνάρτηση χάσµατος∆k σε πεπερασµένες
θερµοκρασίες, γενικεύοντας έτσι το παλαιότερο αντίστοιχο αποτέλεσµα (7.79) που
αφορούσε αποκλειστικά τη µηδενική θερµοκρασία. Σε πρακτικούς υπολογισµούς
είναι χρήσιµη και η παρακάτω, λιγότερο συµπαγής αλλά ισοδύναµη, µορφή της εξί-
σωσης χάσµατος BCS, που προκύπτει επίσης άµεσα από τις (14.33)–(14.34)

∆k =
1

βV

∑

k′

∑

n

Vkk′
∆k′

ω2
n +E2

k′

. (14.37)

Σηµειώνουµε ότι η παρουσία του ω2
n στον παρανοµαστή του δεξιού µέλους της

(14.37) εξασφαλίζει τη σύγκλιση του ωn-αθροίσµατος, γεγονός που µας επέτρεψε
να αγνοήσουµε τον παράγοντα eiωnη, δηλ. να θέσουµε ευθύς εξαρχής η = 0. Η ισο-
δυναµία της (14.37) µε την (14.36) γίνεται επίσης φανερή και από την ταυτότητα
(10.148).
Για να έχουµε µια πιο πλήρη εικόνα των συναρτήσεων Green ενός-σωµατιδίου,

είναι χρήσιµο να επαναλάβουµε την παραπάνω διαδικασία υπολογισµού για τις συν-
αρτήσεις µε δείκτες που προκύπτουν από τους αρχικούς µε την πράξη “αντιστροφής
χρόνου”: (k, σ) ; (−k,−σ). Με άλλα λόγια, είναι χρήσιµο να υπολογίσουµε την
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κανονική συνάρτηση Green 〈〈a−k↓; a
†
−k↓〉〉z και την αντίστοιχη ανώµαλη συνάρτηση

Green 〈〈a†k↑; a
†
−k↓〉〉z. Ο υπολογισµός αυτός δεν παρουσιάζει καµία νέα δυσκολία και

οδηγεί στα απλά αποτελέσµατα (άσκηση):

〈〈a−k↓; a
†
−k↓〉〉z = 〈〈ak↑; a†k↑〉〉z =

1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
1

z −Ek

+
1

2

(
1 − ξk

Ek

)
1

z +Ek

,

(14.38)
〈〈a†k↑; a

†
−k↓〉〉z = −〈〈a†−k↓; a

†
k↑〉〉z =

∆∗
k

2Ek

(
1

z −Ek

− 1

z +Ek

)
.

Ενόψει των εκφράσεων (14.33), τα αποτελέσµατα (14.38) είναι αναµενόµενα διότι,
απουσία εξωτερικού µαγνητικού πεδίου, η πράξη “αντιστροφής χρόνου” (k, σ) ;

(−k,−σ) αφήνει αναλλοίωτη τη Χαµιλτονιανή (14.1) ενώ παράλληλα οδηγεί, λό-
γω της αντιµεταθετικότητας a−k′↓ak′↑ = −ak′↑a−k′↓, στην αντικατάσταση: ∆k ;

−∆k· βλ. ορισµό (14.26). Ας σηµειωθεί ότι το παραπάνω αποτέλεσµα για την
ανώµαλη συνάρτηση Green 〈〈a†k↑; a

†
−k↓〉〉z µπορεί να αποδειχθεί και µε έναν άµεσο

τρόπο χρησιµοποιώντας τη ρητή µορφή (14.33) της ανώµαλης συνάρτησης Green
〈〈a†−k↓; a

†
k↑〉〉z και την ταυτότητα (10.38), µε ζ = −1. Με τη βοήθεια της (14.38), ο

αριθµός σωµατιδίων για δοσµένο χηµικό δυναµικό υπολογίζεται (άσκηση) από την
(12.89) ως

〈N̂〉 =
1

β

∑

k,σ

∑

n

eiωnη〈〈akσ ; a†kσ〉〉iωn

=
∑

k

[
1 − ξk

Ek

tanh

(
1

2
βEk

)]
. (14.39)

Η (14.39) αποτελεί τη γενίκευση, σε πεπερασµένες θερµοκρασίες, του παλαιότερου
αντίστοιχου αποτελέσµατος (7.81), που αφορούσε αποκλειστικά τη µηδενική θερ-
µοκρασία.
Οι απλές ιδιότητες συµµετρίας (7.62) που ικανοποιεί η ελκτική ενεργός αλλη-

λεπίδραση Vkk′ , σε συνδυασµό µε την (14.36), ή ισοδύναµα την (14.37), οδηγούν
στο συµπέρασµα ότι: η συνάρτηση χάσµατος ∆k σε πεπερασµένες θερµοκρασίες
µπορεί να θεωρηθεί αυτοσυνεπώς ως µια άρτια συνάρτηση του κυµατανύσµατος k,
δηλαδή

∆k = ∆−k , (14.40)

σε αντιστοιχία µε το αποτέλεσµα (7.71) για µηδενικές θερµοκρασίες. Στο εξής, σε
όλο το παρόν κεφάλαιο, θα εννοείται πάντα ότι η συνάρτηση χάσµατος ∆k ικανο-
ποιεί την ιδιότητα συµµετρίας (14.40). Ενόψει της (14.38), µια άµεση απόρροια της
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(14.40) είναι η παρακάτω ισότητα

〈〈a†−k↑; a
†
k↓〉〉z = −〈〈a†−k↓; a

†
k↑〉〉z . (14.41)

Η αντισυµµετρικότητα της ανώµαλης συνάρτησης Green στην εναλλαγή των δει-
κτών του σπιν, όπως σηµειώνεται στην (14.41), αντιστοιχεί στο φυσικό γεγονός ότι
καθένα από τα δέσµια ζεύγη ηλεκτρονίων της υπεραγώγιµης φάσης, δηλ. καθένα
ζεύγος Cooper, βρίσκεται σε µια σπιν-µονοµελή (spin-singlet) κατάσταση.

Ένας εναλλακτικός τρόπος υπολογισµού

Τα ρητά αποτελέσµατα (14.38) για τις συναρτήσεις Green µπορούν να εξαχθούν εµ-
πεδώνοντας την προσέγγισηHartree-Fock-Bogoliubov όχι µε τη συνήθη µορφή απο-
σύζευξης των εξισώσεων κίνησης αλλά, ισοδύναµα, µε τη µορφή προσέγγισης του
ίδιου του τελεστή αλληλεπίδρασης των σωµατιδίων που εµφανίζεται στη Χαµιλτο-
νιανή BCS (14.1). Συγκεκριµένα, ακολουθώντας την αναλογία µε την προσέγγιση
Hartree-Fock-Bogoliubov για τις µέσες τιµές (13.5), και υποθέτοντας αυτοσυνεπώς
την ιδιότητα (14.24), προσεγγίζουµε τον τελεστή αλληλεπίδρασης δύο-σωµάτων µε
έναν τελεστή ενός-σώµατος

a†k↑a
†
−k↓a−k′↓ak′↑ ' δkk′〈a†k↑ak↑〉a

†
−k↓a−k↓ + δkk′〈a†−k↓a−k↓〉a†k↑ak↑

+〈a†k↑a
†
−k↓〉a−k′↓ak′↑ + 〈a−k′↓ak′↑〉a†k↑a

†
−k↓ . (14.42)

Η προσέγγιση (14.42) περιγράφεται συνοπτικά λέγοντας ότι αγνοούµε τις διακυµάν-
σεις των τελεστών a†kσakσ, a†k↑a

†
−k↓, a−k↓ak↑, γύρω από τις αντίστοιχες µέσες τιµές

τους 〈a†kσakσ〉, 〈a†k↑a
†
−k↓〉, 〈a−k↓ak↑〉.

Με τη βοήθεια της προσέγγισης (14.42) ηΧαµιλτονιανήBCS (14.1) απλουστεύε-
ται στην παρακάτω τετραγωνική µορφή (άσκηση)

H − µN̂ =
∑

k,σ

ξka
†
kσakσ −

∑

k

(
∆ka

†
k↑a

†
−k↓ + ∆∗

ka−k↓ak↑
)
, (14.43)

όπου ∆k είναι η συνάρτηση χάσµατος η οποία ορίζεται από τη σχέση (14.26) και
ξk = εk − µ, όπως σηµειώνεται στην (14.10). Η ποσότητα εk που εµφανίζεται στην
(14.10) ενσωµατώνει στη µονοσωµατιδιακή σχέση διασποράς των ηλεκτρονίων τις
τετριµµένες διορθώσεις τύπουHartree-Fock που προκύπτουν από τους δύο πρώτους
όρους του δεξιού µέλους της (14.42). Υπενθυµίζουµε ότι οι εν λόγω διορθώσεις
θεωρούνται ότι είναι ανεξάρτητες του σπιν, άρτιες συναρτήσεις του k (εποµένως,
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εk = ε−k), και ίδιες τόσο στην κανονική όσο και στην υπεραγώγιµη φάση του συ-
στήµατος.
Ξεκινώντας από την απλουστευµένη µορφή της Χαµιλτονιανής BCS (14.43), εί-

ναι εύκολο να ελεγχθεί ότι οι αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης για τις συναρτήσεις
Green ταυτίζονται, χωρίς περαιτέρω προσεγγίσεις, µε τις (14.25) και (14.30). Επο-
µένως, οδηγούµαστε στα ίδια ρητά αποτελέσµατα (14.38) για τις συναρτήσειςGreen
τα οποία επιτρέπουν, µεταξύ άλλων, τον αυτοσυνεπή υπολογισµό των µέσων τιµών
που εµφανίζονται στο δεξιό µέλος της (14.42). Ειδικότερα για τη συνάρτηση χάσµα-
τος ∆k προκύπτει, όπως είναι αναµενόµενο, η εξίσωση χάσµατος BCS (14.36) ή η
ισοδύναµη µορφή της (14.37).
Οι παραπάνω παρατηρήσεις αιτιολογούν τη χρήση της Χαµιλτονιανής (14.43)

ως αφετηρίας διαφόρων απλών υπολογισµών στη θεωρία της υπεραγωγιµότητας.

14.3 Επίλυση της εξίσωσης χάσµατος

Τα ρητά αποτελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου επιτρέπουν, χωρίς περιορι-
σµό της γενικότητας, να θεωρήσουµε τη συνάρτηση χάσµατος ∆k ως µια συνάρτη-
ση πραγµατικών τιµών, δηλ. ∆∗

k = ∆k. Η δυνατότητα µιας τέτοιας απλούστευσης,
την οποία στο εξής υιοθετούµε, οφείλεται στη συµµετρία “αντιστροφής χρόνου” της
Χαµιλτονιανής, απουσία εξωτερικού µαγνητικού πεδίου.
Οι δύο ισοδύναµες µορφές της εξίσωσης χάσµατος για πεπερασµένες θερµοκρα-

σίες (14.36)–(14.37) επιλύονται υιοθετώντας, όπως και στην περίπτωση µηδενικής
θερµοκρασίας, τη χωριζόµενη µορφή (14.9) για την ελκτική ενεργό αλληλεπίδραση
Vkk′ . Σε αυτήν την περίπτωση συµπεραίνουµε εύκολα ότι η συνάρτηση χάσµατος
∆k έχει τη γενική µορφή

∆k = ∆(T )θ(ωD − |ξk|) , (14.44)

όπου η µη µηδενική “παράµετρος χάσµατος BCS”,∆(T ), γνωστή και ως “ενεργεια-
κό χάσµα BCS”, εξαρτάται από τη θερµοκρασία και ικανοποιεί την εξίσωση

1

gN(0)
=

2

β

∫ ωD

0
dξ
∑

n

1

ω2
n + ξ2 + ∆2(T )

(14.45)

=

∫ ωD

0

dξ√
ξ2 + ∆2(T )

tanh

[
1

2
β
√
ξ2 + ∆2(T )

]
. (14.46)

Οι δύο ισοδύναµες µορφές της εξίσωσης χάσµατος (14.45)–(14.46) προκύπτουν από
τις (14.36)–(14.37) υιοθετώντας τη συνήθη προσέγγιση (7.90) και ακολουθώντας
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µια διαδικασία ανάλογη µε αυτήν που οδηγεί στην (7.91), της οποίας και αποτελούν
γενίκευση σε πεπερασµένες θερµοκρασίες. Η τιµήN(0) ταυτίζεται µε την πυκνότη-
τα καταστάσεων στην επιφάνεια Fermi, που προσδιορίζεται από το χηµικό δυναµικό
µ, σύµφωνα µε τον γενικό ορισµό (7.89).
Σε µηδενική θερµοκρασία, T → 0, η εξίσωση χάσµατος (14.46) ανάγεται στην

(7.91) και εποµένως, στο όριο ασθενούς σύζευξης (gN(0) � 1), προβλέπει την τιµή
(7.92) για την παράµετρο χάσµατος, δηλαδή

∆0 ≡ ∆(T = 0) = 2ωD exp

(
− 1

gN(0)

)
. (14.47)

Μια άλλη εξαιρετικά ενδιαφέρουσα τιµή είναι αυτή της κρίσιµης θερµοκρασίας µε-
τάβασης Tc όπου, εξ ορισµού, η παράµετρος χάσµατος µηδενίζεται: ∆(Tc) = 0. Σε
αυτήν την περίπτωση, η εξίσωση χάσµατος (14.45)–(14.46) ανάγεται στη συνθήκη

1

gN(0)
=

2

βc

∫ ωD

0
dξ
∑

n

1

ω2
n + ξ2

=

∫ ωD

0

dξ

ξ
tanh

(
ξ

2kBTc

)
, (14.48)

όπου βc = 1/(kBTc) και το ωn-άθροισµα εκτείνεται πάνω στις αντίστοιχες φερµιο-
νικές θερµικές συχνότητες, ωn = (2n+1)π/βc. Από την (14.48) γίνεται ήδη φανερό
ότι στο όριο ασθενούς σύζευξης (gN(0) � 1) θα έχουµε: kBTc � ωD. Με αφορ-
µή την τελευταία παρατήρηση, πρέπει να τονίσουµε γενικότερα ότι, στο πλαίσιο της
θεωρίας BCS, µας ενδιαφέρει µόνο η περιοχή θερµοκρασιών T όπου ικανοποιείται
η ανισότητα: kBT � ωD. Είναι λοιπόν χρήσιµο να υπολογίσουµε το παρακάτω
άθροισµα4 για τυχαία θερµοκρασία T στην εν λόγω περιοχή

2

β

∫ ωD

0
dξ
∑

n

1

ω2
n + ξ2

=

∫ ωD

0

dξ

ξ
tanh

(
ξ

2kBT

)
=

∫ b

0

dx

x
tanhx

=
[
lnx tanhx

]x=b

x=0
−
∫ b

0
dx

lnx

cosh2 x

≈ ln

(
ωD

2kBT

)
−
∫ ∞

0
dx

lnx

cosh2 x
, (14.49)

όπου ορίσαµε την αδιάστατη παράµετρο b = ωD/(2kBT ) και χρησιµοποιήσαµε το
γεγονός ότι: b� 1. Για το ορισµένο ολοκλήρωµα έχουµε ότι

∫ ∞

0
dx

lnx

cosh2 x
= − ln

(
4eγ

π

)
, (14.50)

4Η πρώτη ισότητα στην (14.49) προκύπτει άµεσα από την ταυτότητα (10.148).
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όπου γ ≈ 0.577 είναι η σταθερά τουEuler (Α.60). Συµπερασµατικά, από τις (14.49)–
(14.50) έπεται ο παρακάτω χρήσιµος τύπος για την άθροιση πάνω στις φερµιονικές
θερµικές συχνότητες

2

β

∫ ωD

0
dξ
∑

n

1

ω2
n + ξ2

= ln

(
2eγωD

πkBT

)
, µε kBT � ωD . (14.51)

Ενόψει της (14.51), η συνθήκη (14.48) παίρνει τη µορφή

1

gN(0)
= ln

(
2eγωD

πkBTc

)
, (14.52)

απ’ όπου έπεται το περίφηµο αποτέλεσµα της θεωρίας BCS για την κρίσιµη θερµο-
κρασία µετάβασης Tc

kBTc =
2eγ

π
ωD e

−1/gN(0) ≈ 1.13ωD e−1/gN(0) . (14.53)

Η (14.53) αποδεικνύει ότι το Tc είναι ανάλογο της χαρακτηριστικής φωνονικής συ-
χνότητας Debye, ωD ∝ M−1/2, προσφέροντας έτσι µιαν απλή εξήγηση του ισοτο-
πικού φαινοµένου που συζητήσαµε στην εξίσωση (7.28).5 Είναι αξιοσηµείωτο ότι
η παραπάνω έκφραση για το Tc ταυτίζεται µε την πρόβλεψη (14.19) της προσέγγι-
σης T -πίνακα για την κρίσιµη θερµοκρασία όπου η κανονική φάση του συστήµατος
γίνεται ασταθής, λόγω της εµφάνισης δέσµιων καταστάσεων ζευγών Cooper.
Η σύγκριση των αποτελεσµάτων (14.47) και (14.53) δείχνει ότι, τόσο η παράµε-

τρος χάσµατος σε µηδενική θερµοκρασία, ∆0, όσο και η θερµοκρασία µετάβασης,
Tc, έχουν µια εκθετικά ευαίσθητη εξάρτηση από την αδιάστατη παράµετρο gN(0).
Η εξάρτηση όµως αυτή απαλείφεται σχηµατίζοντας το αδιάστατο πηλίκο

2∆0

kBTc
= 2πe−γ ≈ 3.53 , (14.55)

5Η εξάρτηση ω ∝ M−1/2 είναι χαρακτηριστικό γνώρισµα των φωνονικών συχνοτήτων ω ενός
κρυστάλλου µε ιοντική µάζα M , όπως προκύπτει από τον τύπο (2.96). Επιπλέον, στους συνήθεις
υπεραγωγούς ασθενούς σύζευξης έχουµε τυπικά ότι: ωD/kB ≤ 500K και gN(0) ≤ 1

3
. Εποµένως, από

την (14.53) έπεται ότι Tc ≤ 1.13 × 500 × exp(−3) = 28.1K, ή γενικότερα,

Tc ≤ 30 − 40K . (14.54)

Η συνθήκη (14.54) ικανοποιείται στα τυπικά µέταλλα, όχι όµως και στους υπεραγωγούς υψηλού Tc .
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η τιµή του οποίου είναι µια οικουµενική σταθερά, δηλ. ανεξάρτητη από όλες τις
παραµέτρους της θεωρίας, και εποµένως ίδια για όλα τα υλικά. Είναι αξιοσηµείω-
το ότι, παρά τις δραστικές προσεγγίσεις της θεωρίας, οι τιµές του αδιάστατου πη-
λίκου 2∆0/(kBTc) που προκύπτουν από ανεξάρτητες πειραµατικές µετρήσεις των
∆0 και Tc, στους συνήθεις υπεραγωγούς ασθενούς σύζευξης, βρίσκονται σε καλή
συµφωνία µε την πρόβλεψη (14.55). Το γεγονός αυτό δείχνει την ορθότητα της βα-
σικής φυσικής έννοιας της θεωρίας της υπεραγωγιµότητας, δηλ. της έννοιας του
ζεύγους Cooper και της συνακόλουθης ύπαρξης µη µηδενικών ανώµαλων µέσων
τιµών, 〈a−k↓ak↑〉 6= 0.
Με τη βοήθεια των παραπάνω αποτελεσµάτων, είναι δυνατό να απλουστεύσουµε

τη γενική µορφή της εξίσωσης χάσµατος (14.45)–(14.46) θεωρώντας το όριο ασθε-
νούς σύζευξης, gN(0) � 1, και τη συνήθη περιοχή θερµοκρασιών, kBT � ωD,
όπου ικανοποιούνται οι συνθήκες

kBTc � ωD � µ και ωD/∆(T ) � 1 . (14.56)

Συγκεκριµένα, πραγµατοποιώντας στην (14.46) την αλλαγή µεταβλητής s = ξ/∆(T )
και εκφράζοντας την υπερβολική εφαπτοµένη (tanh) µε τη βοήθεια της εκθετικής
συνάρτησης (exp), έχουµε ισοδύναµα ότι

1

gN(0)
=

∫ ωD/∆(T )

0

ds√
1 + s2

− 2

∫ ∞

0

ds√
1 + s2

1

exp[β∆(T )
√

1 + s2 ] + 1
. (14.57)

Σηµειώνουµε ότι στο δεύτερο ολοκλήρωµα του δεξιού µέλους της (14.57) επεκτεί-
ναµε το πάνω όριο της ολοκλήρωσης στο άπειρο δεδοµένου ότι: (α) θεωρούµε το
όριο ασθενούς σύζευξης και την περιοχή θερµοκρασιών T ≤ Tc όπου ικανοποιούνται
οι συνθήκες (14.56), και (β) το προκύπτον s-ολοκλήρωµα συγκλίνει. Με τη βοήθεια
του αποτελέσµατος (14.47) και υπολογίζοντας το πρώτο ολοκλήρωµα του δεξιού
µέλους της (14.57) µε τρόπο ανάλογο της (7.91), έχουµε ισοδύναµα ότι

ln

[
∆(T )

∆0

]
= −2

∫ ∞

0

ds√
1 + s2

1

exp[β∆(T )
√

1 + s2 ] + 1
. (14.58)

Αντιστοίχως, προσθέτοντας και αφαιρώντας την έκφραση (14.51) στο δεξιό µέλος
της (14.45), έχουµε ισοδύναµα ότι

1

gN(0)
= ln

(
2eγωD

πkBT

)
+

2

β

∑

n

∫ ∞

0
dξ

[
1

ω2
n + ξ2 + ∆2(T )

− 1

ω2
n + ξ2

]
. (14.59)
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Σηµειώνουµε ότι στο δεξιό µέλος της (14.59) εναλλάξαµε τη σειρά της άθροισης
πάνω στις συχνότητες ωn µε την ολοκλήρωση πάνω στη µεταβλητή ξ και επεκτεί-
ναµε το πάνω όριο της ολοκλήρωσης στο άπειρο (ωD → ∞) δεδοµένου ότι: (α)
θεωρούµε το όριο ασθενούς σύζευξης και την περιοχή θερµοκρασιών T ≤ Tc όπου
ικανοποιούνται οι συνθήκες (14.56), και (β) το προκύπτον ωn-άθροισµα συγκλίνει.
Πραγµατοποιώντας τώρα το ολοκλήρωµα πάνω στη µεταβλητή ξ, µε τη βοήθεια του
τύπου (Α.34), και χρησιµοποιώντας τη συνθήκη (14.52) για τη θερµοκρασία µετά-
βασης Tc, η (14.59) γράφεται ισοδύναµα ως εξής

ln

(
T

Tc

)
=
π

β

∑

n

[
1√

ω2
n + ∆2(T )

− 1

|ωn|

]
. (14.60)

Οι ισοδύναµες µορφές της εξίσωσης χάσµατος BCS (14.58) και (14.60) προσφέ-
ρονται για άµεσο αριθµητικό υπολογισµό της παραµέτρου ∆(T ) και αναδεικνύουν,
ενόψει της (14.55), το σηµαντικό γεγονός ότι: στο όριο ασθενούς σύζευξης, το πη-
λίκο ∆(T )/∆0 είναι µια οικουµενική συνάρτηση της παραµέτρου T/Tc. Το απο-
τέλεσµα του αριθµητικού υπολογισµού τής εν λόγω συνάρτησης παρουσιάζεται στο
Σχήµα 14.2 και βρίσκεται σε καλή συµφωνία µε αντίστοιχες πειραµατικές µετρήσεις
σε υπεραγωγούς ασθενούς σύζευξης.

0 1
0

1

T/T
c

∆
(T

)/
∆

0 Σχήµα 14.2: Εξάρτηση της παραµέτρου χά-
σµατος BCS, ∆(T ), από τη θερµοκρασία T ,
σύµφωνα µε την (14.60). Η τιµή του αδιάστα-
του πηλίκου ∆0/(kBTc) προσδιορίζεται από
την (14.55).

Στο υπόλοιπο αυτής της παραγράφου θα εξετάσουµε αναλυτικά την ασυµπτωτική
συµπεριφορά της παραµέτρου χάσµατος, ∆(T ), στην περιοχή χαµηλών θερµοκρα-
σιών καθώς και στην περιοχή κοντά στην κρίσιµη θερµοκρασία µετάβασης.
Για τον προσδιορισµό της συµπεριφοράς της παραµέτρου χάσµατος στο όριο

χαµηλών θερµοκρασιών (T � Tc), όπου β∆(T ) � 1, ξεκινάµε από την εξίσω-
ση χάσµατος στη µορφή (14.58). Σε αυτήν την περίπτωση, από τον ορισµό (Α.67)
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της τροποποιηµένης συνάρτησης Bessel K0(x) και το ασυµπτωτικό της ανάπτυγµα
(Α.68) για µεγάλες τιµές του ορίσµατος, x = β∆(T ) � 1, έχουµε διαδοχικά ότι

ln

[
∆(T )

∆0

]
≈ −2

∫ ∞

0

ds√
1 + s2

exp[−β∆(T )
√

1 + s2 ]

= −2K0[β∆(T )]

≈ −
√

2πkBT

∆0
e−∆0/(kBT ) . (14.61)

Αναπτύσσοντας µε τη βοήθεια της (Α.15) τον λογάριθµο του αριστερού µέλους της
παραπάνω εξίσωσης σε δυνάµεις της µικρής παραµέτρου, [∆(T )/∆0] − 1, έχουµε
τελικά ότι, σε πρώτη προσέγγιση, η εξάρτηση της παραµέτρου χάσµατος από τη
θερµοκρασία δίνεται από τη σχέση

∆(T ) = ∆0 −
√

2π∆0kBT e
−∆0/(kBT ) , µε T � Tc . (14.62)

Για τον προσδιορισµό της συµπεριφοράς της παραµέτρου χάσµατος κοντά στην
κρίσιµη θερµοκρασία µετάβασης Tc είναι πιο εύχρηστο να ξεκινήσουµε από την εξί-
σωση χάσµατος στη µορφή (14.60). Πράγµατι, κοντά στο Tc η τιµή της παραµέτρου
χάσµατος είναι µικρή και εποµένως µπορούµε να αναπτύξουµε µε τη βοήθεια της
(Α.14) την τετραγωνική ρίζα του δεξιού µέλους της εξίσωσης (14.60) σε δυνάµεις
του ∆(T )

ln

(
T

Tc

)
=

π

β

∑

n

[
−∆2(T )

2|ωn|3
+

3∆4(T )

8|ωn|5
− · · ·

]
, (14.63)

= − ∆2(T )

(πkBT )2

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)3
+

3

4

∆4(T )

(πkBT )4

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)5
− · · · .

Με τη βοήθεια της ταυτότητας (Α.54), που ικανοποιεί η ζήτα συνάρτηση του Rie-
mann, ζ(z), και λαµβάνοντας υπ’ όψιν την (14.55), συµπεραίνουµε από την (14.63)
ότι

ln

(
T

Tc

)
= −7ζ(3)

8

∆2(T )

(πkBTc)2
+ O

(
∆(T )

kBTc

)4

. (14.64)

Αναπτύσσοντας µε τη βοήθεια της (Α.15) τον λογάριθµο του αριστερού µέλους της
παραπάνω εξίσωσης σε δυνάµεις της µικρής παραµέτρου (T/Tc)− 1, έχουµε τελικά
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ότι, σε πρώτη προσέγγιση, η εξάρτηση της παραµέτρου χάσµατος από τη θερµοκρα-
σία δίνεται από τη σχέση

∆(T ) = πkBTc

√
8

7ζ(3)

√
1 − T

Tc

≈ 3.06kBTc

√
1 − T

Tc
, µε 0 ≤ Tc − T � Tc , (14.65)

όπου για την ζ(3) χρησιµοποιήσαµε την αριθµητική τιµή (Α.53).
Από την (14.65) συµπεραίνουµε ότι, όταν η θερµοκρασία T τείνει στην κρίσι-

µη τιµή Tc, η παράµετρος χάσµατος τείνει στο µηδέν µε συνεχή τρόπο, ∆(T ) ∝
(Tc − T )β, όπου ο λεγόµενος κρίσιµος εκθέτης (critical exponent) β έχει την τιµή:
β = 1/2. Το αποτέλεσµα αυτό βρίσκεται σε πλήρη συµφωνία µε τις προβλέψεις της
φαινοµενολογικής θεωρίας µέσου πεδίου του Landau για µεταβολές φάσης “δευτέ-
ρου είδους”, όπου τον ρόλο µιας χωρικά οµογενούς “παραµέτρου τάξης” τον παίζει
η παράµετρος χάσµατος ∆(T ).

14.4 Θερµοδυναµικές ιδιότητες

14.4.1 Μεγάλο δυναµικό και ελεύθερη ενέργεια

Στη συγκριτικήµελέτη των θερµοδυναµικών ιδιοτήτων της υπεραγώγιµης (s) και της
κανονικής (n) φάσης, σε πεπερασµένες θερµοκρασίες T ≤ Tc, πρέπει να παρατηρή-
σουµε, σε αναλογία µε την παράγραφο 7.6.4, ότι: για µια δοσµένη τιµή του χηµικού
δυναµικού µ, ο αριθµός σωµατιδίων στις δύο φάσεις παραµένει αµετάβλητος, δηλ.
〈N̂ 〉s = 〈N̂〉n.6 Το γεγονός αυτό συνεπάγεται ισοδύναµα ότι: για έναν δοσµένο αριθ-

6Πράγµατι, από το γενικό αποτέλεσµα (14.39), τη ρητή µορφή της συνάρτησης χάσµατος (14.44),
και την (7.90), έπεται διαδοχικά ότι

〈N̂〉s − 〈N̂〉n

=
∑

k

θ(ωD − |ξk|)ξk
[

tanh(β|ξk|/2)
|ξk|

− tanh(βEk/2)

Ek

]

≈ V N(0)

∫ ωD

−ωD

dξ ξ


 tanh(β|ξ|/2)

|ξ| −
tanh

(
β
√
ξ2 + ∆2(T )/2

)

√
ξ2 + ∆2(T )


 = 0 . (14.66)

Η τελευταία ισότητα οφείλεται στο γεγονός ότι η ολοκληρωτέα ποσότητα είναι περιττή ως προς τη
µεταβλητή ξ.




