
Κεφάλαιο 5

Αλγεβρικές και λογικές γλώσσες

ερωτημάτων

Θα στρέψουµε τώρα την προσοχή µας από την προτυποποίηση στον προγραµµατι-
σµό των σχεσιακών βάσεων δεδοµένων. Θα ξεκινήσουµε µε δύο αϕηρηµένες γλώσσες
προγραµµατισµού, µία αλγεβρική και µία λογικοκεντρική. Η αλγεβρική γλώσσα προ-
γραµµατισµού, η σχεσιακή άλγεβρα, παρουσιάστηκε στην Ενότητα 2.4 προκειµένου
να αντιληϕθούµε πώς είναι σε γενικές γραµµές οι πράξεις στο σχεσιακό πρότυπο.
Υπάρχουν όµως πολλά στοιχεία της σχεσιακής άλγεβρας που δεν έχουµε εξετάσει
ακόµα. Στο κεϕάλαιο αυτό, θα επεκτείνουµε την άλγεβρα συνόλων της Ενότητας 2.4
σε σάκους, οι οποίοι αποτυπώνουν καλύτερα τον τρόπο µε τον οποίο το σχεσιακό
πρότυπο υλοποιείται στην πράξη. Θα επεκτείνουµε επίσης την άλγεβρα προκειµένου
να µπορεί να χειριστεί περισσότερες πράξεις από αυτές που έχουµε περιγράψει µέ-
χρι τώρα. θα δούµε, για παράδειγµα, πώς υπολογίζουµε συγκεντρωτικά στοιχεία (π.χ.
µέσους όρους) για ολόκληρες στήλες µιας σχέσης.
Θα ολοκληρώσουµε το κεϕάλαιο παρουσιάζοντας µια άλλη µορϕή γλώσσας ερω-

τηµάτων, η οποία στηρίζεται στη λογική. Η γλώσσα αυτή ονοµάζεται «Datalog» και
µας δίνει τη δυνατότητα να διατυπώνουµε ερωτήµατα περιγράϕοντας τα αποτελέ-
σµατα που θέλουµε να έχουν και όχι δηµιουργώντας αλγορίθµους για τον υπολογισµό
των αποτελεσµάτων, όπως απαιτεί η σχεσιακή άλγεβρα.

5.1 Σχεσιακές πράξεις σε σάκους

Σε αυτήν την ενότητα θα εξετάσουµε σχέσεις που είναι σάκοι (δηλ. πολυσύνολα) και
όχι σύνολα. Αυτό σηµαίνει ότι θα επιτρέπεται η ίδια πλειάδα να εµϕανίζεται περισσό-
τερες από µία ϕορές σε µια σχέση. Όπως θα δούµε, όταν οι σχέσεις είναι σάκοι πρέπει
να γίνουν κάποιες αλλαγές στον τρόπο που ορίζονται ορισµένες σχεσιακές πράξεις.
Ας εξετάσουµε αρχικά ένα απλό παράδειγµα µε µια σχέση που είναι σάκος αλλά όχι
σύνολο.

Παράδειγµα 5.1 : Η σχέση της Εικόνας 5.1 είναι ένας σάκος µε πλειάδες. Στη σχέση
αυτή, η πλειάδα (1, 2) εµϕανίζεται τρεις ϕορές και η πλειάδα (3, 4) µία. Αν η Εικό-
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να 5.1 ήταν µια συνολότιµη σχέση, θα χρειαζόταν να απαλείψουµε δύο από τις εµϕα-
νίσεις της πλειάδας (1, 2). Σε µια «σακότιµη» σχέση επιτρέπεται να εµϕανίζεται πολλές
ϕορές η ίδια πλειάδα, αλλά, όπως και στα σύνολα, η διάταξη των πλειάδων δεν έχει
σηµασία. �

A B
1 2
3 4
1 2
1 2

Εικόνα 5.1: Ένας σάκος

5.1.1 Γιατί χρησιμοποιούμε σάκους;

Όπως αναϕέραµε, τα εµπορικά Σ∆Β∆ υλοποιούν σχέσεις που είναι σάκοι και όχι σύ-
νολα. Ένας λόγος για αυτήν την επιλογή είναι ότι ορισµένες σχεσιακές πράξεις πραγ-
µατοποιούνται πιο γρήγορα αν χρησιµοποιείται το σακοειδές πρότυπο. Για παράδειγ-
µα:

1. Για να υπολογίσουµε την ένωση δύο σχέσεων θεωρώντας ότι είναι σάκοι, αντι-
γράϕουµε απλώς τη µία σχέση και προσθέτουµε στο αντίγραϕο όλες τις πλειά-
δες της άλλης σχέσης. ∆εν χρειάζεται να απαλείψουµε τα διπλοεγγεγραµµένα
αντίγραϕα µιας πλειάδας που τυχαίνει να βρίσκεται και στις δύο σχέσεις.

2. Όταν προβάλλουµε µια σχέση θεωρώντας ότι είναι σύνολο, τότε, για να είµαστε
σίγουροι ότι κάθε προβολή θα εµϕανίζεται µόνο µία ϕορά, πρέπει να συγκρί-
νουµε κάθε προβολογενή πλειάδα µε όλες τις άλλες προβολογενείς πλειάδες.
Αν αντιθέτως, το αποτέλεσµα επιτρέπεται να είναι σάκος, τότε απλά προβάλ-
λουµε κάθε πλειάδα χωριστά και την προσθέτουµε στο αποτέλεσµα, χωρίς να
τη συγκρίνουµε µε τις άλλες προβολογενείς πλειάδες.

A B C
1 2 5
3 4 6
1 2 7
1 2 8

Εικόνα 5.2: Ο σάκος του Παραδείγµατος 5.2

Παράδειγµα 5.2 : Ο σάκος της Εικόνας 5.1 θα µπορούσε να έχει προκύψει από την
προβολή της σχέσης της Εικόνας 5.2 στα γνωρίσµατα A και B, υπό την προϋπόθεση
ότι το αποτέλεσµα της προβολής επιτρέπεται να είναι σάκος, οπότε δεν απαλείϕουµε
τη διπλοεγγεγραµµένη1 πλειάδα (1, 2). Αν είχαµε χρησιµοποιήσει τον συνήθη τελε-

1 Σ.τ.Μ.: Οι όροι «διπλοεγγεγραµµένη πλειάδα» και «διπλοεγγραϕή» αναϕέρονται εν γένει στις «πολλα-
πλές εγγραϕές», δηλ. σε οποιοδήποτε πλήθος αντιγράϕων µεγαλύτερο από ένα.
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στή προβολής της σχεσιακής άλγεβρας, ο οποίος απαλείϕει τις διπλοεγγεγραµµένες
πλειάδες, το αποτέλεσµα θα ήταν απλώς:

A B
1 2
3 4

Σηµειωτέον ότι το αποτέλεσµα µπορεί να υπολογιστεί ταχύτερα αν θεωρηθεί σάκος,
διότι δεν είναι απαραίτητο να συγκρίνουµε τις πλειάδες (1, 2) και (3, 4) µε τις πλειάδες
που έχουν ήδη κατασκευαστεί από την προβολή. �

Ένας άλλος λόγος για τον οποίο χειριζόµαστε τις σχέσεις ως σάκους και όχι ως
σύνολα είναι ότι σε ορισµένες περιπτώσεις η απάντηση που περιµένουµε να λάβουµε
µπορεί να υπολογιστεί µόνο αν χρησιµοποιήσουµε, έστω προσωρινά, σάκους. Ορίστε
ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 5.3 : Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να υπολογίσουµε τον µέσο όρο της
συνιστώσας A µιας συνολότιµης σχέσης, όπως αυτής στην Εικόνα 5.2. ∆εν θα µπο-
ρούσαµε να χρησιµοποιήσουµε το πρότυπο των συνόλων για να σκεϕτούµε την προ-
βολή της σχέσης στο γνώρισµα A. Ως σύνολο, η µέση τιµή του A είναι 2, αϕού στην
Εικόνα 5.2 υπάρχουν µόνο δύο τιµές για το γνώρισµα A, οι τιµές 1 και 3. Εάν όµως
θεωρήσουµε ότι η στήληA της Εικόνας 5.2 είναι ο σάκος {1, 3, 1, 1}, τότε λαµβάνουµε
τη σωστή µέση τιµή του γνωρίσµατοςA, που υπολογίζεται από τις τέσσερεις πλειάδες
της Εικόνας 5.2, δηλ. την τιµή 1.5. �

5.1.2 Ένωση, τομή και διαφορά σάκων

Οι τρεις αυτές πράξεις πρέπει να οριστούν εκ νέου για τους σάκους. Έστω ότι οι σχέ-
σειςR και S είναι σάκοι, και ότι η πλειάδα t εµϕανίζεται n ϕορές στηνR καιm ϕορές
στην S. Σηµειωτέον ότι τόσο ο n όσο και οm (ή και οι δύο) µπορούν αν είναι 0. Τότε:

• Στην ένωση σάκων R ∪ S, η πλειάδα t εµϕανίζεται n+m ϕορές.

• Στην τοµή σάκων R ∩ S, η πλειάδα t εµϕανίζεταιmin(n,m) ϕορές.

• Στη διαϕορά σάκωνR−S, η πλειάδα t εµϕανίζεταιmax(0, n−m) ϕορές. ∆ηλα-
δή, αν η πλειάδα t εµϕανίζεται στηνR περισσότερες ϕορές από ό,τι εµϕανίζεται
στηνS, τότε η t θα εµϕανίζεται στηνR−S όσες ϕορές εµϕανίζεται στηνR µείον
τις ϕορές που εµϕανίζεται στην S. Αν όµως η t εµϕανίζεται στην S τουλάχιστον
όσες ϕορές εµϕανίζεται στην R, τότε η πλειάδα t δεν θα εµϕανίζεται καθόλου
στη διαϕορά R − S. Σε περιγραϕικό επίπεδο, µπορούµε να θεωρούµε ότι κάθε
εµϕάνιση της t στην S «απαλείϕει» µία εµϕάνισή της στηνR.

Παράδειγµα 5.4 : Έστω R η σχέση της Εικόνας 5.1, δηλ. η R είναι ένας σάκος στον
οποίον η πλειάδα (1, 2) εµϕανίζεται τρεις ϕορές και η (3, 4) µία ϕορά. ΈστωS ο σάκος:

A B
1 2
3 4
3 4
5 6
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Η ένωση σάκων R ∪ S είναι ένας σάκος στον οποίο η πλειάδα (1, 2) εµϕανίζεται
τέσσερεις ϕορές (τρεις ϕορές από τις εµϕανίσεις της στηνR και µία από την εµϕάνισή
της στην S), η (3, 4) τρεις ϕορές και η (5, 6) µία ϕορά.
Η τοµή σάκων R ∩ S είναι ο σάκος:

A B
1 2
3 4

µε µία εµϕάνιση καθεµίας από τις πλειάδες (1, 2) και (3, 4). ∆ηλαδή, η πλειάδα (1, 2)
εµϕανίζεται τρεις ϕορές στην R και µία στην S . συνεπώς, αϕού min(3, 1) = 1, εµϕα-
νίζεται µία ϕορά στηνR ∩ S. Αντίστοιχα, η πλειάδα (3, 4) εµϕανίζεταιmin(1, 2) = 1
ϕορά στηνR ∩ S, ενώ η πλειάδα (5, 6), που εµϕανίζεται µία ϕορά στην S αλλά καµία
ϕορά στηνR, εµϕανίζεταιmin(0, 1) = 0 ϕορές στηνR ∩ S. Σε αυτήν την περίπτωση,
το αποτέλεσµα τυχαίνει να είναι σύνολο, κάθε σύνολο όµως είναι επίσης και σάκος.
Η διαϕορά σάκων R− S είναι ο σάκος:

A B
1 2
1 2

Αυτό συµβαίνει επειδή η πλειάδα (1, 2) εµϕανίζεται τρεις ϕορές στη σχέση R και µία
ϕορά στην S, εποµένως πρέπει να εµϕανίζεταιmax(0, 3− 1) = 2 ϕορές στηνR − S.
Η πλειάδα (3, 4) εµϕανίζεται µία ϕορά στηνR και δύο ϕορές στην S, εποµένως στην
R−S πρέπει να εµϕανίζεταιmax(0, 1−2) = 0ϕορές.ΗRδεν περιέχει άλλες πλειάδες,
εποµένως δεν µπορούν να υπάρχουν άλλες πλειάδες στηνR− S.
Ας εξετάσουµε ένα ακόµα παράδειγµα. Η διαϕορά σάκων S −R είναι ο σάκος:

A B
3 4
5 6

Η πλειάδα (3, 4) εµϕανίζεται µία ϕορά στη διαϕορά, όσες ϕορές εµϕανίζεται στην S
µείον τις ϕορές που εµϕανίζεται στην R, ενώ η πλειάδα (5, 6) εµϕανίζεται επίσης µία
ϕορά, για τον ίδιο λόγο. �

5.1.3 Προβολή σάκων

Έχουµε ήδη παρουσιάσει ένα παράδειγµα προβολής σάκων. Όπως είδαµε στο Παρά-
δειγµα 5.2, στην προβολή, κάθε πλειάδα εξετάζεται ανεξάρτητα από τις υπόλοιπες.
Αν R είναι ο σάκος της Εικόνας 5.2 και υπολογίσουµε την προβολή σάκων πA,B(R),
τότε λαµβάνουµε τον σάκο της Εικόνας 5.1.
Αν λόγω της απαλοιϕής ενός η περισσοτέρων γνωρισµάτων κατά την προβολή

πολλές πλειάδες δηµιουργούν την ίδια πλειάδα, αυτές οι διπλοεγγεγραµµένες πλειά-
δες δεν απαλείϕονται από το τελικό αποτέλεσµα της προβολής σάκων. Π.χ., αν οι
τρεις πλειάδες (1, 2, 5), (1, 2, 7) και (1, 2, 8) της σχέσηςR από την Εικόνα 5.2 προβλη-
θούν στα γνωρίσµαταA καιB, τότε θα δώσουν όλες την πλειάδα (1, 2). Στην προβολή
σάκων θα υπάρχουν τρεις εµϕανίσεις της πλειάδας (1, 2) στο αποτέλεσµα, ενώ στην
προβολή συνόλων µόνο µία εµϕάνιση.



5.1. ΣΧΕΣΙΑΚΕΣ ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΕ ΣΑΚΟΥΣ 219

Πράξεις σάκων σε σύνολα

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο σύνολαRκαιS.Μπορούµε να σκεϕτόµαστε κάθε
σύνολο ως σάκο. απλώς στον σάκο αυτόν τυχαίνει κάθε στοιχείο να εµϕανίζεται
µόνο µία ϕορά. Ας υπολογίσουµε την τοµή R ∩ S, χειριζόµενοι τα R και S ως
σάκους και όχι ως σύνολα, χρησιµοποιώντας δηλαδή τον κανόνα τοµής σάκων.
Το αποτέλεσµα θα είναι το ίδιο µε αυτό που θα λαµβάναµε αν είχαµε θεωρήσει
ταR καιS σύνολα. Αν δηλαδή ταR καιS θεωρηθούν σάκοι, µια πλειάδα t ανήκει
στην τοµή R ∩ S τόσες ϕορές όσες το ελάχιστο πλήθος εµϕανίσεών της στα R
και S. Αϕού ταR και S είναι σύνολα, η πλειάδα t µπορεί να εµϕανίζεται σε αυτά
καµία ή µία ϕορά. Συνεπώς, είτε χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα της τοµής για
σάκους είτε τον κανόνα για σύνολα, η t θα εµϕανίζεται το πολύ µία ϕορά στην
τοµήR ∩ S, και µάλιστα θα εµϕανίζεται µία ϕορά εάν και µόνο εάν βρίσκεται και
στα δύο σύνολα R και S. Αντίστοιχα, αν χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα διαϕο-
ράς σάκων για να υπολογίσουµε τις διαϕορέςR−S καιS−R, το αποτέλεσµα θα
είναι το ίδιο µε εκείνο που θα προέκυπτε και αν χρησιµοποιούσαµε τον κανόνα
διαϕοράς συνόλων.

Παρ’ όλα αυτά, η πράξη της ένωσης λειτουργεί διαϕορετικά, ανάλογα µε
το αν θεωρούµε ταR και S σάκους ή σύνολα. Αν χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα
των σάκων για να υπολογίσουµε την ένωσηR ∪ S, τότε το αποτέλεσµα ίσως να
µην είναι σύνολο, ακόµα και αν τα R και S είναι σύνολα. Πιο συγκεκριµένα, αν
η t εµϕανίζεται και στοR και στο S, τότε η t θα πρέπει να εµϕανιστεί δύο ϕορές
στην ένωση R ∪ S αν χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα των σάκων, και µία µόνο
ϕορά αν χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα των συνόλων.

5.1.4 Επιλογή σε σάκους

Για να εϕαρµοστεί µια επιλογή σε έναν σάκο, απλώς εϕαρµόζεται η συνθήκη επιλογής
σε κάθε πλειάδα, ανεξάρτητα από τις άλλες. Όπως ισχύει πάντοτε µε τους σάκους,
στο τελικό αποτέλεσµα δεν απαλείϕουµε τις διπλοεγγεγραµµένες πλειάδες.

Παράδειγµα 5.5 : Αν R είναι ο σάκος:

A B C
1 2 5
3 4 6
1 2 7
1 2 7

τότε το αποτέλεσµα της σακοειδούς επιλογής σC≥6(R) είναι:

A B C
3 4 6
1 2 7
1 2 7
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Αλγεβρικοί νόµοι για σάκους

Ένας αλγεβρικός νόµος είναι µια ισοδυναµία µεταξύ δύο εκϕράσεων σχεσια-
κής άλγεβρας των οποίων τα ορίσµατα είναι µεταβλητές που συµβολίζουν σχέ-
σεις. Σύµϕωνα µε την ισοδυναµία, όποιες σχέσεις και αν βάλουµε στη θέση
αυτών των µεταβλητών, οι δύο εκϕράσεις θα ορίζουν την ίδια σχέση. Παρά-
δειγµα ενός πολύ γνωστού νόµου είναι ο νόµος της αντιµεταθετικότητας της
ένωσης: R ∪ S = S ∪ R. Ο νόµος αυτός τυχαίνει να ισχύει ανεξάρτητα από
το αν θεωρούµε ότι οι σχέσεις-µεταβλητές R και S είναι σύνολα ή σάκοι. Υπάρ-
χουν όµως άλλοι νόµοι της σχεσιακής άλγεβρας που ισχύουν όταν η σχεσια-
κή άλγεβρα εϕαρµόζεται σε σύνολα, και δεν ισχύουν όταν οι σχέσεις θεωρούν-
ται σάκοι. Ένα απλό παράδειγµα τέτοιου νόµου είναι ο επιµεριστικός νόµος της
διαϕοράς συνόλων επί της ένωσης: (R ∪ S)− T = (R− T ) ∪ (S − T ). Ο νό-
µος αυτός ισχύει για σύνολα, όχι όµως για σάκους. Για να δούµε για ποιο λόγο
δεν ισχύει για σάκους, ας υποθέσουµε ότι οι σχέσεις R, S και T περιέχουν από
ένα αντίγραϕο της πλειάδας t. Τότε η έκϕραση στο αριστερό µέλος περιέχει ένα
αντίγραϕο της t, ενώ η έκϕραση στο δεξί µέλος δεν περιέχει κανένα. Αν θεωρού-
σαµε ότι οι σχέσεις R, S και T είναι σύνολα, τότε κανένα από τα δύο µέλη δεν
θα περιείχε την t. Θα µελετήσουµε περισσότερο τους αλγεβρικούς νόµους που
ισχύουν για σάκους στις Ασκήσεις 5.1.4 και 5.1.5.

∆ηλαδή, όλες οι πλειάδες, πλην της πρώτης, ικανοποίησαν τη συνθήκη της επιλογής.
Στο αποτέλεσµα συµπεριλαµβάνονται και οι δύο τελευταίες πλειάδες, που αποτελούν
διπλοεγγραϕές στον σάκο R. �

5.1.5 Γινόμενο σάκων

Ο κανόνας υπολογισµού του καρτεσιανού γινοµένου σάκων δεν παρουσιάζει εκπλή-
ξεις. Κάθε πλειάδα της µιας σχέσης σχηµατίζει ζεύγος µε κάθε πλειάδα της άλλης,
ασχέτως του εάν κάποια από αυτές είναι διπλοεγγεγραµµένη ή όχι. Κατά συνέπεια,
αν η πλειάδα r εµϕανίζεται στη σχέση R m ϕορές, και η πλειάδα s εµϕανίζεται στη
σχέση S n ϕορές, τότε η πλειάδα rs εµϕανίζεταιmn ϕορές στο γινόµενο R× S.

Παράδειγµα 5.6 : ΈστωR και S οι σάκοι που ϕαίνονται στην Εικόνα 5.3. Το γινόµενο
R×S αποτελείται από έξι πλειάδες, όπωςϕαίνεται στηνΕικόνα 5.3(γ). Σηµειωτέον ότι
η συνήθης σύµβαση για τα ονόµατα των γνωρισµάτωνπου παρουσιάσαµε στο πλαίσιο
των σχέσεων-συνόλων ισχύει και για τις σχέσεις-σάκους. Συνεπώς, το γνώρισµα B,
που ανήκει και στις δύο σχέσειςR καιS, εµϕανίζεται δύο ϕορές στο γινόµενο, έχοντας
ως πρόθηµα κάθε ϕορά το όνοµα µίας από τις δύο σχέσεις. �

5.1.6 Συνένωση σάκων

Ησυνένωση σάκων επίσης δεν παρουσιάζει εκπλήξεις. Συγκρίνουµε κάθε πλειάδα της
µιας σχέσης µε κάθε πλειάδα της άλλης, και αποϕασίζουµε αν αυτό το ζεύγος πλειά-
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A B
1 2
1 2

(α) Η σχέσηR

B C
2 3
4 5
4 5

(β) Η σχέση S

A R.B S.B C
1 2 2 3
1 2 2 3
1 2 4 5
1 2 4 5
1 2 4 5
1 2 4 5

(γ) Το γινόµενο σάκωνR × S

Εικόνα 5.3: Ο υπολογισµός του γινοµένου σάκων

δων συνενώνεται επιτυχώς ή όχι. Εάν ναι, τότε συµπεριλαµβάνουµε στο αποτέλεσµα
την πλειάδα που προκύπτει από τη συνένωση, χωρίς να απαλείϕουµε τις διπλοεγγε-
γραµµένες πλειάδες.

Παράδειγµα 5.7 : Η ϕυσική συνένωση R �� S των σχέσεων R και S της Εικόνας 5.3
είναι:

A B C
1 2 3
1 2 3

∆ηλαδή, η πλειάδα (1, 2) της R συνενώνεται µε την (2, 3) της S. Επειδή η πλειάδα
(1, 2) εµϕανίζεται δύο ϕορές στην R και η πλειάδα (2, 3) εµϕανίζεται µία ϕορά στην
S, υπάρχουν δύο ζεύγη πλειάδων που όταν συνενώνονται δηµιουργούν την πλειάδα
(1, 2, 3). ∆εν υπάρχουν άλλες πλειάδες στις σχέσειςR και S που να µπορούν να συνε-
νωθούν επιτυχώς.
Ας εξετάσουµε ένα ακόµα παράδειγµα για τις ίδιες σχέσεις R και S: ας υπολογί-

σουµε τη συνένωση θ:

R ��
R.B<S.B S

Το αποτέλεσµα της συνένωσης θ είναι ο σάκος:
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A R.B S.B C
1 2 4 5
1 2 4 5
1 2 4 5
1 2 4 5

Η συνένωση αυτή υπολογίζεται ως εξής. Η πλειάδα (1, 2) τηςR και η (4, 5) της S ικα-
νοποιούν τη συνθήκη της συνένωσης. Αϕού και οι δύο εµϕανίζονται δύο ϕορές στις
αρχικές τους σχέσεις, η συνενωσιγενής πλειάδα εµϕανίζεται στο αποτέλεσµα 2× 2,
δηλαδή 4 ϕορές. Το άλλο ζεύγος πλειάδων που θα µπορούσαν να συνενωθούν –η
(1, 2) τηςR µε την (2, 3) της S– δεν ικανοποιεί τη συνθήκη της συνένωσης και έτσι ο
συνδυασµός τους δεν συµπεριλαµβάνεται στο αποτέλεσµα. �

5.1.7 Ασκήσεις για την Ενότητα 5.1

Άσκηση 5.1.1 : Έστω PC η σχέση της Εικόνας 2.21(α), και ας υποθέσουµε ότι υπολο-
γίζουµε την προβολή πspeed(PC). Ποια είναι η τιµή της έκϕρασης αυτής ως σύνολο;
Ως σάκος; Ποια είναι η µέση τιµή των πλειάδων σε αυτήν την προβολή αν θεωρηθεί
σύνολο, και ποια αν θεωρηθεί σάκος;

Άσκηση 5.1.2 : Επαναλάβετε την Άσκηση 5.1.1 για την προβολή πhd(PC).

Άσκηση 5.1.3 : Η άσκηση αυτή αναϕέρεται στις σχέσεις µε τα πολεµικά πλοία της
Άσκησης 2.4.3.

α) Η έκϕραση πbore(Classes) δηµιουργεί µια µονόστηλη σχέση µε τα διαµετρή-
µατα των πυροβόλων (το γνώρισµα «bore») των διαϕόρων κλάσεων πλοίων.
Με βάση τα δεδοµένα της Άσκησης 2.4.3 ποια είναι αυτή η σχέση αν τη θεωρή-
σουµε σύνολο και ποια αν τη θεωρήσουµε σάκο;

! β) Γράψτε µια έκϕραση σχεσιακής άλγεβρας που να δίνει τα διαµετρήµατα των
πυροβόλων των πλοίων (όχι των κλάσεων). Η έκϕρασή σας θα πρέπει να δίνει
τη σωστή απάντηση για σχέσεις-σάκους. δηλαδή, η τιµή b θα πρέπει να εµϕα-
νίζεται τόσες ϕορές όσο και το πλήθος των πλοίων που έχουν πυροβόλα µε
διαµέτρηµα b.

! Άσκηση 5.1.4 :Ορισµένοι αλγεβρικοί νόµοι για τις σχέσεις ως σύνολα ισχύουν επίσης
αν θεωρήσουµε ότι οι σχέσεις είναι σάκοι. Εξηγήστε ποιοι από τους παρακάτω νόµους
ισχύουν τόσο για σύνολα όσο και για σάκους.

α) Ο προσεταιριστικός νόµος για την ένωση: (R ∪ S) ∪ T = R ∪ (S ∪ T ).

β) Ο προσεταιριστικός νόµος για την τοµή: (R ∩ S) ∩ T = R ∩ (S ∩ T ).

γ) Ο προσεταιριστικός νόµος για τη ϕυσική συνένωση: (R �� S) �� T = R ��
(S �� T ).

δ) Ο αντιµεταθετικός νόµος για την ένωση: (R ∪ S) = (S ∪ R).

ε) Ο αντιµεταθετικός νόµος για την τοµή: (R ∩ S) = (S ∩ R).

στ) Ο αντιµεταθετικός νόµος για τη ϕυσική συνένωση: (R �� S) = (S �� R).
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ζ) πL(R ∪ S) = πL(R) ∪ πL(S), όπου L ένας αυθαίρετος κατάλογος γνωρισµά-
των.

η) Ο επιµεριστικός νόµος της ένωσης επί της τοµής:

R ∪ (S ∩ T ) = (R ∪ S) ∩ (R ∪ T )

θ) σC AND D(R) = σC(R) ∩ σD(R), όπου C και D αυθαίρετες συνθήκες για τις
πλειάδες της σχέσης R.

!! Άσκηση 5.1.5 :Οι ακόλουθοι αλγεβρικοί νόµοι ισχύουν για σύνολα, όχι όµως για σά-
κους. Εξηγήστε γιατί ισχύουν για σύνολα και δώστε αντιπαραδείγµατα για να κατα-
δείξετε ότι δεν ισχύουν για σάκους.

α) (R ∩ S)− T = R ∩ (S − T ).

β) Ο επιµεριστικός νόµος της τοµής επί της ένωσης:

R ∩ (S ∪ T ) = (R ∩ S) ∪ (R ∩ T )

γ) σC OR D(R) = σC(R) ∪ σD(R), όπου C και D αυθαίρετες συνθήκες για τις
πλειάδες της σχέσης R.

5.2 Επεκτεταμένοι τελεστές της σχεσιακής άλγεβρας

Στην Ενότητα 2.4 παρουσιάσαµε την κλασική σχεσιακή άλγεβρα, ενώ στην Ενότη-
τα 5.1 εισαγάγαµε τις τροποποιήσεις που είναι απαραίτητες για να χειριζόµαστε τις
σχέσεις ως σάκους αντί για σύνολα. Οι ιδέες που παρουσιάστηκαν σε αυτές τις δύο
ενότητες αποτελούν τοθεµέλιο τωνπερισσοτέρωνσύγχρονωνγλωσσών ερωτηµάτων.
Παρ’ όλα αυτά, γλώσσες όπως η SQL χρησιµοποιούν και πρόσθετες πράξεις που έχουν
αποδειχθεί αρκετά σηµαντικές στις εϕαρµογές. Συνεπώς, για να είναι η παρουσίαση
των σχεσιακών πράξεων ολοκληρωµένη πρέπει να συµπεριλάβει και κάποιους ακόµα
τελεστές, τους οποίους θα παρουσιάσουµε σε αυτήν την ενότητα. Οι νέοι τελεστές
που παρουσιάζουµε είναι οι εξής:

1. Ο τελεστής απαλοιϕής διπλοεγγραϕών, δ, µετατρέπει έναν σάκο σε σύνολο,
απαλείϕοντας τα αντίγραϕα των πλειάδων που εµϕανίζονται πολλές ϕορές και
κρατώντας µόνο ένα από αυτά.

2. Οι συγκεντρωτικοί τελεστές, όπως οι τελεστές για τον υπολογισµό αθροισµά-
των ή µέσων τιµών, δεν συγκαταλέγονται στους τελεστές της σχεσιακής άλγε-
βρας, χρησιµοποιούνται όµως από τον τελεστή οµαδοποίησης (που περιγράϕε-
ται αµέσως παρακάτω). Οι συγκεντρωτικοί τελεστές εϕαρµόζονται σε γνωρί-
σµατα (δηλ. στήλες) µιας σχέσης: π.χ., το άθροισµα µιας στήλης δίνει ως απο-
τέλεσµα έναν αριθµό που ισούται µε το άθροισµα όλων των τιµών που εµϕανί-
ζονται σε αυτήν τη στήλη.

3. Η οµαδοποίηση πλειάδων σύµϕωνα µε την τιµή τους σε ένα ή περισσότερα γνω-
ρίσµατα διαµερίζει τις πλειάδες µιας σχέσης σε «οµάδες». Στις στήλες κάθε τέ-
τοιας οµάδας µπορούν να εϕαρµοστούν στη συνέχεια συγκεντρωτικοί τελεστές.
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Μετον τρόποαυτό έχουµε τηδυνατότητα να διατυπώσουµε ερωτήµαταπου δεν
µπορούν να εκϕραστούν στην κλασική σχεσιακή άλγεβρα. Ο τελεστής οµαδο-
ποίησης, γ, συνδυάζει τα αποτελέσµατα της οµαδοποίησης και των συγκεντρω-
τικών τελεστών.

4. Η επεκτεταµένη προβολή προσδίδει νέα χαρακτηριστικά στον τελεστή προβο-
λής π. Εκτός από την διαγραϕή κάποιων στηλών µέσω προβολής, ο τελεστής π
στη γενικευµένη του µορϕή µπορεί να πραγµατοποιήσει υπολογισµούς µε βάση
τις στήλες της σχέσης την οποία δέχεται ως όρισµα και να δηµιουργήσει νέες
στήλες.

5. Ο τελεστής ταξινόµησης, τ , µετατρέπει µια σχέση σε κατάλογο πλειάδων, ταξι-
νοµηµένων ως προς ένα ή περισσότερα γνωρίσµατα. Η χρήση αυτού του τελε-
στή απαιτεί προσοχή, διότι ορισµένοι τελεστές της σχεσιακής άλγεβρας δεν
έχουν νόηµα όταν εϕαρµόζονται σε καταλόγους. Μπορούµε, παρ’ όλα αυτά, να
εϕαρµόσουµε τον τελεστή της επιλογής ή της προβολής σε καταλόγους και να
αναµένουµε η διάταξη των στοιχείων του καταλόγου να διατηρηθεί στην έξοδο.

6. Ο τελεστής της εξωτερικής συνένωσης είναι µια παραλλαγή του τελεστή της
συνένωσης, που αποϕεύγει την απώλεια των µετέωρων πλειάδων. Στο αποτέ-
λεσµα της εξωτερικής συνένωσης, οι µετέωρες πλειάδες «συµπληρώνονται» µε
την κενή τιµή, ώστε να µπορούν να συµπεριληϕθούν στο αποτέλεσµα.

5.2.1 Απαλοιφή διπλοεγγραφών

Κάποιες ϕορές χρειαζόµαστε έναν τελεστή που να µετατρέπει έναν σάκο σε σύνολο.
Για τον σκοπό αυτόν, χρησιµοποιούµε τον τελεστή δ(R), που επιστρέϕει ένα σύνολο
που αποτελείται από ένα µόνο αντίγραϕο κάθε πλειάδας από όσες εµϕανίζονται µία
ή περισσότερες ϕορές στην R.

Παράδειγµα 5.8 : Αν R είναι η σχέση

A B
1 2
3 4
1 2
1 2

της Εικόνας 5.1, τότε η σχέση δ(R) είναι:

A B
1 2
3 4

Η πλειάδα (1, 2), που εµϕανιζόταν τρεις ϕορές στη σχέση R, εµϕανίζεται µόνο µία
ϕορά στην δ(R). �
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5.2.2 Συγκεντρωτικοί τελεστές

Υπάρχουν διάϕοροι τελεστές που εϕαρµόζονται σε σύνολα ή σε σάκους αριθµών ή
συµβολοσειρών για να συνοψίσουν ή να υπολογίσουν «συγκεντρωτικά» στοιχεία για
τις τιµές που περιέχονται σε µια στήλη. γι’ αυτό ονοµάζονται συγκεντρωτικοί τελεστές.
Οι συνηθέστεροι τελεστές αυτού του τύπου είναι οι εξής:

1. Ο τελεστής SUM υπολογίζει το άθροισµα µιας στήλης µε αριθµητικές τιµές.

2. Ο τελεστής AVG (από το average = «µέσος όρος») υπολογίζει τη µέση τιµή µιας
στήλης µε αριθµητικές τιµές.

3. Οι τελεστές MIN και MAX, όταν εϕαρµόζονται σε µια στήλη µε αριθµητικές τιµές,
υπολογίζουν την ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή, αντίστοιχα. Όταν εϕαρµόζονται
σε µια στήλη µε συµβολοσειρές, τότε υπολογίζουν τη λεξικογραϕικά (αλϕαβη-
τικά) πρώτη ή τελευταία τιµή, αντίστοιχα.

4. Ο τελεστής καταµέτρησης, COUNT, υπολογίζει το πλήθος των (όχι απαραίτητα
διακριτών) τιµών σε µια στήλη. Ισοδύναµα, όταν ο τελεστής COUNT εϕαρµοστεί
σε οποιοδήποτε γνώρισµα µιας σχέσης, υπολογίζει το πλήθος των πλειάδων της
σχέσης, προσµετρώντας και τις διπλοεγγραϕές.

Παράδειγµα 5.9 : Έστω η σχέση:
A B
1 2
3 4
1 2
1 2

Κάποια παραδείγµατα συγκεντρωτικών στοιχείων για αυτήν τη σχέση είναι τα εξής:

1. SUM(B)= 2 + 4 + 2 + 2 = 10.

2. AVG(A)= (1 + 3 + 1 + 1)/4 = 1.5.

3. MIN(A)= 1.

4. MAX(B)= 4.

5. COUNT(A)= 4. �

5.2.3 Ομαδοποίηση

Συχνά δεν θέλουµε απλώς να υπολογίσουµε τη µέση τιµή ή κάποιο άλλο συγκεντρω-
τικό στοιχείο για µια ολόκληρη στήλη, αλλά θέλουµε να εξετάσουµε τις πλειάδες µιας
σχέσης κατά οµάδες, ανάλογα µε την τιµή τους σε µία ή περισσότερες στήλες, και να
υπολογίσουµε συγκεντρωτικά στοιχεία για κάθε οµάδα ξεχωριστά. Ας υποθέσουµε
π.χ. ότι θέλουµε να υπολογίσουµε τη συνολική διάρκεια σε λεπτά («sumOfLengths»)
των ταινιών κάθε κινηµατογραϕικής εταιρείας, να δηµιουργήσουµε δηλαδή µια σχέση
µε τη µορϕή:

studioName sumOfLengths
Disney 12345
MGM 54321
... ...
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Ξεκινώντας από τη σχέση

Movies(title, year, length, genre, studioName, producerC#)

από το σχήµα Β∆ της Ενότητας 2.2.8 που χρησιµοποιούµε στα παραδείγµατά µας,
οµαδοποιούµε τις πλειάδες µε βάση την τιµή τους στο γνώρισµα studioName. Στη
συνέχεια, πρέπει να αθροίσουµε τη στήλη length για κάθε οµάδα ξεχωριστά. Φαν-
ταζόµαστε δηλαδή ότι οι πλειάδες της σχέσης Movies είναι οµαδοποιηµένες µε τον
τρόπο που ϕαίνεται στην Εικόνα 5.4, και ότι εϕαρµόζουµε τον συγκεντρωτικό τελε-
στή SUM(length)σε κάθε οµάδα ανεξάρτητα από τις άλλες.

Disney

Disney

Disney

MGM

MGM

studioName

Εικόνα 5.4: Μια σχέση και ένας ϕανταστικός διαµερισµός της σε οµάδες

5.2.4 Ο τελεστής ομαδοποίησης

Θα παρουσιάσουµε τώρα έναν τελεστή που µας επιτρέπει να οµαδοποιούµε τις πλειά-
δες µιας σχέσης και/ή να υπολογίζουµε συγκεντρωτικά στοιχεία για κάποιες από τις
στήλες της. Όταν έχει γίνει η οµαδοποίηση, τότε ο υπολογισµός των συγκεντρωτικών
στοιχείων πραγµατοποιείται για κάθε οµάδα ξεχωριστά.
Με τον τελεστή γ, χρησιµοποιείται ως υποδείκτης (δηλ. κάτω δείκτης) ένας κατά-

λογος L, κάθε στοιχείο του οποίου είναι ένα από τα εξής:

α) Ένα γνώρισµα της σχέσης R, στην οποία εϕαρµόζεται ο τελεστής γ. Το γνώρι-
σµα αυτό είναι ένα από τα γνωρίσµατα βάσει των οποίων θα γίνει η οµαδοποί-
ηση των πλειάδων τηςR. Το στοιχείο αυτό ονοµάζεται οµαδοποιό γνώρισµα.

β) Ένας συγκεντρωτικός τελεστής που εϕαρµόζεται σε ένα γνώρισµα της σχέσης.
Για να ορίσουµε ένα όνοµα για το γνώρισµα που θα αντιστοιχεί στη συγκεκρι-
µένη συγκεντρωτική πράξη, γράϕουµε µετά τον συγκεντρωτικό τελεστή ένα
βέλος και ένα νέο όνοµα. Το γνώρισµα αυτό ονοµάζεται συγκεντρωτικό γνώρι-
σµα.

Η σχέση που επιστρέϕει η έκϕραση γL(R) κατασκευάζεται ως εξής:

1. ∆ιαµερίζουµε τις πλειάδες της R σε οµάδες. Κάθε οµάδα αποτελείται από όσες
πλειάδες έχουν ένα συγκεκριµένο σύνολο τιµών στα οµαδοποιά γνωρίσµατα
του καταλόγου L. Εάν δεν υπάρχουν οµαδοποιά γνωρίσµατα, τότε ολόκληρη η
σχέσηR θεωρείται µία οµάδα.

2. Για κάθε οµάδα δηµιουργούµε µία πλειάδα που αποτελείται από:
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Ο τελεστής δ είναι ειδική περίπτωση του τελεστή γ

Από τεχνική άποψη, ο τελεστής δ περιττεύει. Για κάθε σχέσηR(A1, A2, . . . , An),
η πράξη δ(R) ισοδυναµεί µε την γA1,A2,...,An(R). Για την απαλοιϕή δηλαδή των
διπλοεγγραϕών οµαδοποιούµε ως προς όλα τα γνωρίσµατα της σχέσης και δεν
εκτελούµε καµία συγκεντρωτική πράξη. Κάθε οµάδα αντιστοιχεί σε µια πλειάδα
που εµϕανίζεται µία ή περισσότερες ϕορές στην R. Αϕού το αποτέλεσµα του
τελεστή γ περιέχει ακριβώς µία πλειάδα από κάθε οµάδα, το αποτέλεσµα αυτής
της «οµαδοποίησης» είναι η απαλοιϕή των διπλοεγγραϕών. Επειδή όµως ο τελε-
στής δ εµϕανίζεται πολύ συχνά και είναι ιδιαίτερα σηµαντικός, θα συνεχίσουµε
να τον εξετάζουµε ξεχωριστά κατά τη µελέτη των αλγεβρικών νόµων και αλγο-
ρίθµων για την υλοποίηση των τελεστών.

Μπορεί κανείς επίσης να θεωρήσει τον τελεστή γ ως µια επέκταση του τελε-
στή προβολής σε σύνολα. ∆ηλαδή, αν η σχέση R είναι σύνολο, τότε η πράξη
γA1,A2,...,An(R) ισοδυναµεί µε την πA1,A2,...,An(R). Αν όµως η σχέση R είναι
σάκος, τότε ο τελεστής γ απαλείϕει τις διπλοεγγραϕές, ενώ ο π όχι.

i. Τις τιµές των οµαδοποιών γνωρισµάτων για αυτήν την οµάδα.

ii. Τις συγκεντρωτικές τιµές που προκύπτουν από όλες τις πλειάδες αυτής της
οµάδας για τα συγκεντρωτικά γνωρίσµατα του καταλόγου L.

Παράδειγµα 5.10 : Έστω η σχέση:

StarsIn(title, year, starName)

Επιθυµούµε να πληροϕορηθούµε για κάθε ηθοποιό που έχει εµϕανιστεί σε τρεις του-
λάχιστον ταινίες, ποιο είναι το έτος κυκλοϕορίας της παλαιότερης από αυτές. Το πρώ-
το βήµα είναι να οµαδοποιήσουµε τη σχέση, µε οµαδοποιό γνώρισµα το starName. Στη
συνέχεια, πρέπει προϕανώς να υπολογίσουµε για κάθε οµάδα το συγκεντρωτικό στοι-
χείο MIN(year).Για να διαπιστώσουµε όµως ποιες οµάδες ικανοποιούν τη συνθήκη ότι
ο ηθοποιός πρέπει να έχει εµϕανιστεί σε τρεις τουλάχιστον ταινίες, πρέπει επίσης να
υπολογίσουµε για κάθε οµάδα ξεχωριστά το συγκεντρωτικό στοιχείο COUNT(title).
Ξεκινάµε µε την έκϕραση οµαδοποίησης:

γstarName, MIN(year)→minY ear, COUNT(title)→ctT itle(StarsIn)

Για την απάντηση του ερωτήµατος, χρειαζόµαστε τις δύο πρώτες στήλες του απο-
τελέσµατος αυτής της έκϕρασης. Η τρίτη στήλη είναι ένα βοηθητικό γνώρισµα, το
οποίο έχουµε ονοµάσει ctTitle. το γνώρισµα αυτό είναι απαραίτητο για να προσ-
διορίσουµε αν ο ηθοποιός έχει εµϕανιστεί σε τρεις τουλάχιστον ταινίες. Μπορούµε
λοιπόν να συνεχίσουµε την αλγεβρική έκϕραση για το ερώτηµα µε τη συνθήκη επιλο-
γής ctTitle >= 3 και να προβάλουµε το αποτέλεσµα στις δύο πρώτες στήλες. Στην
Εικόνα 5.5 ϕαίνεται µια δενδροειδής µορϕή του ερωτήµατος. �
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ctTitle >= 3

starName, minYear

) )

StarsIn

starName, MIN( year minYear, COUNT( title ctTitle



Û

Á

Εικόνα 5.5:Η δενδροειδής µορϕή της αλγεβρικής έκϕρασης για το ερώτηµα του Παραδείγµα-
τος 5.10

5.2.5 Η επέκταση του τελεστή προβολής

Ας επανεξετάσουµε τον τελεστή προβολής πL(R) που παρουσιάσαµε αρχικά στην
Ενότητα 2.4.5. Στην κλασική σχεσιακή άλγεβρα, ο L είναι ένας κατάλογος (κάποιων)
γνωρισµάτων της σχέσης R. Επεκτείνουµε τον τελεστή προβολής δίνοντάς του τη
δυνατότητα όχι µόνο να επιλέγει συνιστώσες της σχέσης, αλλά και να εκτελεί πρά-
ξεις µε τις συνιστώσες των πλειάδων. Στην επεκτεταµένη προβολή, που συµβολίζεται
επίσης πL(R), ο κατάλογος L της προβολής µπορεί να περιέχει τα ακόλουθα είδη
στοιχείων:

1. Ένα µόνο γνώρισµα της R.

2. Μία έκϕραση της µορϕής x→ y, όπου x και y είναι ονόµατα γνωρισµάτων. Το
στοιχείο x→ y στον κατάλογο L σηµαίνει ότι πρέπει να πάρουµε το γνώρισµα
x της R και να το µετονοµάσουµε σε y. δηλ. το όνοµα του γνωρίσµατος αυτού
στο σχήµα της τελικής σχέσης θα είναι y.

3. Μία έκϕραση της µορϕής E → z, όπου E είναι µια έκϕραση που περιέχει γνω-
ρίσµατα της R, σταθερές, αριθµητικούς τελεστές και τελεστές συµβολοσειρών,
και όπου z είναι ένα νέο όνοµα για το γνώρισµα που προκύπτει από τον υπολο-
γισµό της έκϕρασης E. Π.χ., η έκϕραση a+ b→ x ως στοιχείο του καταλόγου
L σηµαίνει ότι πρέπει να προστεθούν τα γνωρίσµατα a και b, και να ονοµαστεί
το αποτέλεσµα x. Το στοιχείο c||d → e σηµαίνει ότι πρέπει να συναρµοστούν
τα γνωρίσµατα c και d, που είναι προϕανώς συµβολοσειρές, και να ονοµαστεί
το αποτέλεσµα e.

Για να υπολογιστεί το αποτέλεσµα της προβολής, εξετάζουµε όλες τις πλειάδες
της R µία προς µία. Υπολογίζουµε τους όρους του καταλόγου L αντικαθιστώντας τα
γνωρίσµατα που αναϕέρονται στον L µε τις τιµές των αντίστοιχων συνιστωσών της
εκάστοτε πλειάδας, και εϕαρµόζοντας σε αυτές τις τιµές όποιους τελεστές υποδει-
κνύει ο κατάλογος L. Το αποτέλεσµα είναι µια σχέση, το σχήµα της οποίας περιλαµ-
βάνει τα ονόµατα των γνωρισµάτων του καταλόγου L, µε τις όποιες µετονοµασίες
αναϕέρονται σε αυτόν. Κάθε πλειάδα τηςR δηµιουργεί µία πλειάδα στο αποτέλεσµα.
Οι διπλοεγγεγραµµένες πλειάδες της R δηµιουργούν σίγουρα διπλοεγγεγραµµένες
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πλειάδες στο αποτέλεσµα, το αποτέλεσµα όµως ενδέχεται να περιλαµβάνει διπλοεγ-
γεγραµµένες πλειάδες ακόµα και αν η σχέση R δεν περιέχει διπλοεγγραϕές.

Παράδειγµα 5.11 : ΈστωR η σχέση:

A B C
0 1 2
0 1 2
3 4 5

Το αποτέλεσµα της πράξης πA,B+C→X(R) είναι:

A X
0 3
0 3
3 9

Το σχεσιακό σχήµα του αποτελέσµατος έχει δύο γνωρίσµατα. Το πρώτο είναι το A,
δηλαδή το πρώτο γνώρισµα της R, που δεν έχει µετονοµαστεί. Το δεύτερο είναι το
άθροισµα του δεύτερου και του τρίτου γνωρίσµατος τηςR, µε το νέο όνοµα X .
Ας δούµε και το ακόλουθο παράδειγµα. Η τιµή της πB−A→X,C−B→Y (R) είναι:

X Y
1 1
1 1
1 1

Προσέξτε ότι ο υπολογισµός που απαιτείται για αυτόν τον κατάλογο προβολής τυχαί-
νει να µετατρέπει δύο διαϕορετικές πλειάδες, τις (0, 1, 2) και (3, 4, 5), στην ίδια πλειά-
δα, την (1, 1). Κατά συνέπεια, αυτή η τελευταία πλειάδα εµϕανίζεται τρεις ϕορές στο
αποτέλεσµα. �

5.2.6 Ο τελεστής ταξινόμησης

Σε πολλές περιπτώσεις θέλουµε να ταξινοµήσουµε τις πλειάδες µιας σχέσης ως προς
ένα ή περισσότερα από τα γνωρίσµατά της. Συχνά, όταν υποβάλλουµε κάποιο ερώ-
τηµα σε µια Β∆, θέλουµε η σχέση που προκύπτει ως αποτέλεσµα να είναι ταξινοµη-
µένη. Για παράδειγµα, σε ένα ερώτηµα που αϕορά όλες τις ταινίες στις οποίες έχει
παίξει ο Sean Connery, µπορεί να θέλουµε ο κατάλογος των ταινιών να είναι ταξι-
νοµηµένος ως προς τον τίτλο, ώστε να µπορούµε να βρίσκουµε ευκολότερα αν µια
συγκεκριµένη ταινία βρίσκεται σε αυτόν. Όπως θα δούµε επίσης όταν θα εξετάσουµε
την βελτιστοποίηση των ερωτηµάτων, η διαδικασία απάντησης ενός ερωτήµατος από
το Σ∆Β∆ συχνά επιταχύνεται αν ταξινοµήσουµε αρχικά τις σχέσεις.
Η έκϕραση τL(R), όπου R είναι µια σχέση και L ένας κατάλογος κάποιων γνω-

ρισµάτων της R, είναι η ίδια σχέση R, όπου οι πλειάδες είναι ταξινοµηµένες µε βάση
τη σειρά που αναϕέρεται στον κατάλογοL. Αν οL είναι ο κατάλογοςA1, A2, . . . , An,
τότε οι πλειάδες τηςR ταξινοµούνται πρώτα µε βάση την τιµή τους στο γνώρισµαA1.
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Οι πλειάδες που καταλαµβάνουν την ίδια θέση µε βάση το γνώρισµα A1, ταξινοµούν-
ται µε βάση την τιµή τους στο γνώρισµα A2. Οι πλειάδες που συµπίπτουν και στα δύο
γνωρίσµαταA1 καιA2 διατάσσονται µε βάση τις τιµές τους στο γνώρισµαA3 κ.ο.κ. Οι
πλειάδες που καταλαµβάνουν την ίδια θέση µετά και την εξέταση του γνωρίσµατος
An διατάσσονται µε τυχαίο τρόπο.

Παράδειγµα 5.12 : Αν R είναι µια σχέση µε σχήµα R(A,B,C), τότε η πράξη τC,B(R)
διατάσσει τις πλειάδες τηςR µε βάση την τιµή του γνωρίσµατος C, και όσες πλειάδες
έχουν την ίδια τιµή στο γνώρισµα C διατάσσονται µε βάση την τιµή τους στο γνώρι-
σµα B. Οι πλειάδες που συµπίπτουν και στα δύο γνωρίσµατα C και B διατάσσονται
µε τυχαίο τρόπο. �

Αν εϕαρµόσουµε στο ταξινοµηµένο αποτέλεσµα του τελεστή τ έναν άλλο τελε-
στή, όπως τον τελεστή της συνένωσης, συχνά η ταξινοµηµένη διάταξη παύει να έχει
νόηµα, και τα στοιχεία του καταλόγου πρέπει να αντιµετωπίζονται ως σάκος και όχι
ως κατάλογος. Ωστόσο, µπορούµε να κάνουµε την προβολή σάκων να διατηρεί την
ταξινοµηµένη διάταξη των στοιχείων. Επίσης, η πράξη της επιλογής σε έναν κατάλογο
διώχνει τις πλειάδες που δεν ικανοποιούν τη συνθήκη επιλογής, αλλά µπορούµε να
κάνουµε τις πλειάδες που αποµένουν να εµϕανίζονται σύµϕωνα µε την αρχική τους
ταξινοµηµένη διάταξη.

5.2.7 Εξωτερικές συνενώσεις

Μια ιδιότητα του τελεστή συνένωσης είναι ότι πολλές πλειάδες ενδέχεται να µείνουν
«µετέωρες», δηλαδή να µην ταιριάξουν µε καµία πλειάδα της άλλης σχέσης στα κοι-
νά τους γνωρίσµατα. Οι µετέωρες πλειάδες δεν αϕήνουν κανένα ίχνος στο αποτέλε-
σµα της συνένωσης, και έτσι η συνένωση ενδέχεται να µην αναπαριστά πλήρως τα
δεδοµένα των αρχικών σχέσεων. Στις περιπτώσεις που αυτό το χαρακτηριστικό εί-
ναι ανεπιθύµητο, έχει προταθεί η χρήση µιας παραλλαγής της πράξης της συνένωσης,
που ονοµάζεται «εξωτερική συνένωση».Ηπαραλλαγή αυτή χρησιµοποιείται σε πολλά
εµπορικά συστήµατα.
Θα εξετάσουµε πρώτα την περίπτωση της «ϕυσικής» συνένωσης, όπου συνενώ-

νονται οι πλειάδες που συµπίπτουν σε όλα τα κοινά γνωρίσµατα δύο σχέσεων. Κατα-
σκευάζουµε την εξωτερική συνένωση R ◦

�� S ξεκινώντας από τη συνένωση R �� S
και προσθέτοντας όλες τις µετέωρες πλειάδες της R και της S. Αυτές οι πρόσθετες
πλειάδες πρέπει να συµπληρωθούν µε το ειδικό σύµβολο για την κενή τιµή,⊥, σε όλα
τα γνωρίσµατα που δεν διαθέτουν οι ίδιες, και τα οποία όµως πρέπει να εµϕανίζονται
στο αποτέλεσµα της συνένωσης. Το σύµβολο ⊥ γράϕεται NULL στην SQL (βλ. Ενό-
τητα 2.3.4).

Παράδειγµα 5.13 : Στις Εικόνες 5.6 (α) και (β) βλέπουµε δύο σχέσεις U και V . Η
πλειάδα (1, 2, 3) της U συνενώνεται µε τις (2, 3, 10) και (2, 3, 11) της V , εποµένως
αυτές οι τρεις πλειάδες δεν µένουν µετέωρες. Οι άλλες τρεις πλειάδες όµως –η (4, 5, 6)
και η (7, 8, 9) της U και η (6, 7, 12) της V – µένουν µετέωρες. ∆ηλαδή, για καµία από
αυτές τις τρεις πλειάδες δεν υπάρχει κάποια πλειάδα της άλλης σχέσης µε την οποία
να συµπίπτουν και στις δύο κοινές τους συνιστώσες B και C. Εποµένως, στη σχέση
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A B C

1 2 3
4 5 6
7 8 9

(α) Η σχέση U

B C D

2 3 10
2 3 11
6 7 12

(β) Η σχέση V

A B C D

1 2 3 10
1 2 3 11
4 5 6 ⊥
7 8 9 ⊥
⊥ 6 7 12

(γ) Το αποτέλεσµα της U ◦
�� V

Εικόνα 5.6: Η εξωτερική συνένωση δύο σχέσεων

U ◦
�� V , που ϕαίνεται στην Εικόνα 5.6(γ), οι τρεις µετέωρες πλειάδες συµπληρώνον-

ται µε την κενή τιµή ⊥ στα γνωρίσµατα που δεν διαθέτουν οι ίδιες: στο γνώρισµα D
για τις πλειάδες της U και στο γνώρισµα A για την πλειάδα της V . �

Υπάρχουν πολλές παραλλαγές της ιδέας της βασικής (ϕυσικής) εξωτερικής συνέ-
νωσης. Η αριστερή εξωτερική συνένωση R ◦

��L
S είναι παρόµοια µε την εξωτερική

συνένωση, µε τη διαϕορά ότι συµπληρώνονται µε κενές τιµές ⊥ και συµπεριλαµβά-
νονται στο αποτέλεσµα µόνο οι µετέωρες πλειάδες του αριστερού ορίσµατος, δηλ.
της σχέσης R. Αντίστοιχα, η δεξιά εξωτερική συνένωση R ◦

��R
S είναι παρόµοια µε

την εξωτερική συνένωση, µε τη διαϕορά ότι συµπληρώνονται µε κενές τιµές και συµ-
περιλαµβάνονται στο αποτέλεσµα µόνο οι µετέωρες πλειάδες του δεξιού ορίσµατος,
δηλ. της σχέσης S.

Παράδειγµα 5.14 :Αν οι σχέσεις U και V είναι αυτές της Εικόνας 5.6, τότε η U ◦
��L

V
είναι:

A B C D

1 2 3 10
1 2 3 11
4 5 6 ⊥
7 8 9 ⊥
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και η U ◦
��R

V είναι:

A B C D

1 2 3 10
1 2 3 11
⊥ 6 7 12 �

Επιπλέον, και οι τρεις τελεστές της ϕυσικής εξωτερικής συνένωσης έχουν τις ανά-
λογες εκδοχές θ, στις οποίες πρώτα κατασκευάζουµε τη συνένωση θ και στη συνέχεια
συµπληρώνουµε µε κενές τιµές ⊥ και προσθέτουµε στο αποτέλεσµα όσες πλειάδες
απέτυχαν να συνενωθούν µε κάποια πλειάδα της άλλης σχέσης όταν εϕαρµόστηκε η
συνθήκη της συνένωσης θ. Θα συµβολίζουµε ◦

��C
µια εξωτερική συνένωση θ, µε συν-

θήκη C. Σε αυτόν τον τελεστή µπορούµε να προσθέσουµε το γράµµα L ή R, για να
δηλώσουµε την αριστερή και τη δεξιά εξωτερική συνένωση θ, αντίστοιχα.

Παράδειγµα 5.15 : ΈστωU και V οι σχέσεις της Εικόνας 5.6, και ας υπολογίσουµε την

U
◦
��A>V.C

V

Οι πλειάδες (4, 5, 6) και (7, 8, 9) της U ικανοποιούν τη συνθήκη συνένωσης και µε τις
δύο πλειάδες (2, 3, 10) και (2, 3, 11) της V . Συνεπώς, σε αυτήν τη συνένωση θ καµία
από αυτές τις τέσσερεις πλειάδες δεν µένει µετέωρη. Οι άλλες δύο πλειάδες όµως –η
(1, 2, 3) της U και η (6, 7, 12) της V – µένουν µετέωρες. Εµϕανίζονται εποµένως συµ-
πληρωµένες µε την κενή τιµή⊥ στο αποτέλεσµα που ϕαίνεται στην Εικόνα 5.7. �

A U.B U.C V.B V.C D

4 5 6 2 3 10
4 5 6 2 3 11
7 8 9 2 3 10
7 8 9 2 3 11
1 2 3 ⊥ ⊥ ⊥
⊥ ⊥ ⊥ 6 7 12

Εικόνα 5.7: Το αποτέλεσµα µιας εξωτερικής συνένωσης θ

5.2.8 Ασκήσεις για την Ενότητα 5.2

Άσκηση 5.2.1 : Έστω οι σχέσεις:
R(A,B): {(0, 1), (2, 3), (0, 1), (2, 4), (3, 4)}
S(B,C): {(0, 1), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (0, 2), (3, 4)}

Υπολογίστε το αποτέλεσµα των ακόλουθων πράξεων:
α) πA+B,A2,B2(R). β) πB+1,C−1(S). γ) τB,A(R). δ) τB,C(S). ε) δ(R). στ) δ(S).
ζ) γA, SUM(B)(R). η) γB,AVG(C)(S). θ) γA(R). ι) γA,MAX(C)(R �� S). ια) R ◦

��L
S .

ιβ) R ◦
��R

S . ιγ) R ◦
�� S . ιδ) R ◦

��R.B<S.B
S.
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! Άσκηση 5.2.2 : Ένας τελεστής f που δέχεται ως όρισµα µία µόνο σχέση ονοµάζεται
ιδιοδύναµος εάν για όλες τις σχέσεις R ισχύει f

(
f(R)

)
= f(R), αν δηλαδή περισσό-

τερες από µία εϕαρµογές του f ισοδυναµούν µε µία εϕαρµογή του. Ποιοι από τους
παρακάτω τελεστές είναι ιδιοδύναµοι; Εξηγήστε γιατί ή δώστε ένα αντιπαράδειγµα.
α) δ. β) πL. γ) σC . δ) γL. ε) τ .

! Άσκηση 5.2.3 : Μια ενέργεια που µπορεί να γίνει µε την επεκτεταµένη προβολή, όχι
όµως µε την αρχική εκδοχή της προβολής που ορίσαµε στην Ενότητα 2.4.5, είναι η
διπλοεγγραϕή στηλών. Π.χ. αν R(A,B) είναι µια σχέση, τότε η έκϕραση πA,A(R)
δηµιουργεί την πλειάδα (a, a) για κάθε πλειάδα (a, b) στηνR.Μπορεί αυτή η πράξη να
πραγµατοποιηθεί µόνο µε τις κλασικές πράξεις της σχεσιακής άλγεβρας που παρου-
σιάσαµε στην Ενότητα 2.4; Εξηγήστε το σκεπτικό σας.

5.3 Μια λογική για σχέσεις

Εναλλακτικά, αντί για τις αϕηρηµένες γλώσσες ερωτηµάτωνπου βασίζονται στην άλ-
γεβρα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια µορϕή λογικής για να διατυπώσουµε ερω-
τήµατα. Η λογική γλώσσα ερωτηµάτων Datalog (από το «database logic») αποτελεί-
ται από κανόνες που έχουν τη µορϕή υποθετικής πρότασης «αν-τότε». Καθένας από
αυτούς τους κανόνες εκϕράζει την ιδέα ότι από ορισµένους συνδυασµούς πλειάδων
σε ορισµένες σχέσεις, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι κάποια άλλη πλειάδα πρέπει
να βρίσκεται σε µια άλλη σχέση ή στην απάντηση ενός ερωτήµατος.

5.3.1 Κατηγορήματα και άτομα

Οι σχέσεις αναπαρίστανται στην Datalog από κατηγορήµατα. Κάθε κατηγόρηµα δέ-
χεται έναν καθορισµένο αριθµό ορισµάτων, και ένα κατηγόρηµα που ακολουθείται
από τα ορίσµατά του ονοµάζεται άτοµο. Τα άτοµα συντάσσονται µε τον ίδιο ακριβώς
τρόπο µε τον οποίο συντάσσονται οι κλήσεις συναρτήσεων στις συµβατικές γλώσ-
σες προγραµµατισµού. π.χ., P (x1, x2, . . . , xn) είναι ένα άτοµο που αποτελείται από
το κατηγόρηµα P µε ορίσµατα x1, x2, . . . , xn.
Κατ’ ουσίαν ένα κατηγόρηµα είναι το όνοµα µιας συνάρτησης που επιστρέϕει µια

τιµή λογικού τύπου (ή αλλιώς «λογική τιµή»). Αν η σχέση R έχει n γνωρίσµατα που
διατάσσονται µε µια καθορισµένη σειρά, τότε θα χρησιµοποιούµε επίσης το σύµβολο
R για να δηλώνουµε ένα κατηγόρηµα που αντιστοιχεί σε αυτήν τη σχέση. Το άτοµο
R(a1, a2, . . . , an) έχει τιµή TRUE (δηλ. «αληθές») αν η πλειάδα (a1, a2, . . . , an) ανήκει
στη σχέση R. αλλιώς έχει τιµή FALSE (δηλ. «ψευδές»).
Παρατηρήστε ότι µια σχέση που ορίζεται από ένα κατηγόρηµα µπορεί να θεωρη-

θεί σύνολο. Στην Ενότητα 5.3.6, θα εξηγήσουµε πώς µπορούµε να επεκτείνουµε την
Datalog σε σάκους. Γενικότερα όµως, στις υπόλοιπες ενότητες του βιβλίου, εκτός από
την Ενότητα 5.3.6, θα πρέπει να θεωρείτε ότι στο πλαίσιο της Datalog οι σχέσεις είναι
σύνολα και όχι σάκοι.

Παράδειγµα 5.16 : Έστω η σχέση R:

A B
1 2
3 4
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Η τιµή του ατόµου R(1, 2) είναι TRUE, όπως επίσης TRUE είναι η τιµή του ατόµου
R(3, 4). Για οποιονδήποτε όµως άλλο συνδυασµό τιµών των x και y, η τιµή τουR(x, y)
είναι FALSE. �

Τα ορίσµατα ενός κατηγορήµατος µπορούν να είναι όχι µόνο σταθερές, αλλά και
µεταβλητές. Όταν ένα ή περισσότερα από τα ορίσµατα ενός ατόµου είναι µεταβλη-
τές, τότε το άτοµο είναι µια λογικότιµη συνάρτηση που δέχεται τιµές για αυτές τις
µεταβλητές και επιστρέϕει TRUE ή FALSE.

Παράδειγµα 5.17 : Αν R είναι το κατηγόρηµα από το Παράδειγµα 5.16, τότε R(x, y)
είναι η συνάρτηση που για κάθε x και y, µας λέει αν η πλειάδα (x, y) ανήκει στη σχέση
R. Για το συγκεκριµένο στιγµιότυπο της R που αναϕέραµε στο Παράδειγµα 5.16, η
συνάρτησηR(x, y) επιστρέϕει την τιµή TRUE όταν

1. x = 1 και y = 2, ή όταν

2. x = 3 και y = 4

ενώ επιστρέϕει την τιµή FALSE σε όλες τις άλλες περιπτώσεις. Ως πρόσθετο παρά-
δειγµα, το άτοµο R(1, z) επιστρέϕει TRUE αν z = 2, και FALSE σε όλες τις άλλες περι-
πτώσεις. �

5.3.2 Αριθμητικά άτομα

Στην Datalog υπάρχει και ένα διαϕορετικό είδος ατόµων, τα αριθµητικά άτοµα. Αυτό
το είδος ατόµων είναι µια σύγκριση δύο αριθµητικών εκϕράσεων, ϕερ’ ειπείν, x < y
ή x+ 1 ≥ y + 4× z. Για να τονίσουµε τη διαϕορά ανάµεσα στα δύο είδη ατόµων θα
αποκαλούµε τα άτοµα που παρουσιάσαµε στην Ενότητα 5.3.1 σχεσιακά άτοµα: και τα
δύο είδη θεωρούνται «άτοµα».
Προσέξτε ότι τόσο τα αριθµητικά όσο και τα σχεσιακά άτοµα δέχονται ως ορί-

σµατα τις τιµές των µεταβλητών που εµϕανίζονται σε αυτά, και επιστρέϕουν µια λογι-
κή τιµή. Στην ουσία, οι αριθµητικές συγκρίσεις, όπως η < και η ≥, είναι σαν ονόµατα
σχέσεων που περιέχουν όλα τα ζεύγη που αληθεύουν. Μπορούµε δηλαδή να ϕαντα-
στούµε ότι η σχέση «<» περιέχει όλες τις πλειάδες, σαν την (1, 2) ή την (−1.5, 65.4),
στις οποίες η πρώτη συνιστώσα είναι µικρότερη από τη δεύτερη. Θυµηθείτε όµως ότι
οι σχέσεις των Β∆ είναι πάντοτε πεπερασµένες και συνήθως µεταβάλλονται µε την
πάροδο του χρόνου. Αντιθέτως, οι σχέσεις που αντιστοιχούν σε αριθµητικές συγκρί-
σεις, όπως η <, είναι άπειρες και δεν µεταβάλλονται.

5.3.3 Κανόνες και ερωτήματα Datalog

Στην Datalog οι πράξεις που είναι ανάλογες των πράξεων της σχεσιακής άλγεβρας
περιγράϕονται µέσω κανόνων, οι οποίοι αποτελούνται από:

1. Ένα σχεσιακό άτοµο που ονοµάζεται κεϕαλή, το οποίο ακολουθείται από

2. Το σύµβολο← (το οποίο συνήθως διαβάζεται «αν»), ακολουθούµενο από

3. Τον κορµό (του κανόνα), που αποτελείται από ένα ή περισσότερα άτοµα που
ονοµάζονται υποστόχοι. Οι υποστόχοι µπορούν να είναι είτε σχεσιακά είτε αριθ-
µητικά άτοµα. Οι υποστόχοι συνδέονται µε το AND, και πριν από κάθε υποστόχο
µπορεί προαιρετικά να χρησιµοποιείται ο λογικός τελεστής NOT.
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Παράδειγµα 5.18 : Ο ακόλουθος κανόνας Datalog,

LongMovie(t,y)← Movies(t,y,l,g,s,p) AND l ≥ 100

ορίζει το σύνολο των ταινιών «µε µεγάλη διάρκεια», τις ταινίες δηλαδή που διαρκούν
τουλάχιστον 100 λεπτά. Αναϕέρεται στη γνωστή µας σχέση Movies, το σχήµα της
οποίας είναι

Movies(title, year, length, genre, studioName, producerC#)

Η κεϕαλή του κανόνα είναι το άτοµο LongMovie(t, y). Ο κορµός του κανόνα αποτε-
λείται από δύο υποστόχους:

1. Οπρώτος υποστόχος περιέχει το κατηγόρηµαMoviesκαι έξι ορίσµατα, πουαντι-
στοιχούν στα έξι γνωρίσµατα της σχέσης Movies. Σε κάθε όρισµα αντιστοιχεί µια
διαϕορετική µεταβλητή: η t για τη συνιστώσα title, η y για την year, η l για
την lengthκ.ο.κ. Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι αυτός ο υποστόχος λέει: «έστω
(t, y, l, g, s, p)µια πλειάδα απότο τρέχονστιγµιότυπο της σχέσης Movies».Ακρι-
βέστερα, η έκϕρασηMovies(t, y, l, g, s, p)αληθεύει όταν οι έξι µεταβλητές έχουν
τιµές πουσυµπίπτουνµε τις έξι συνιστώσες κάποιας πλειάδας της σχέσης Movies.

2. Ο δεύτερος υποστόχος, l ≥ 100, αληθεύει όταν η συνιστώσα lengthµιας πλειά-
δας της σχέσης Movies έχει τιµή τουλάχιστον 100.

Μπορούµε να θεωρούµε ότι ο κανόνας συνολικά λέει: η έκϕραση LongMovie(t, y)
αληθεύει αν µπορούµε να βρούµε στη σχέση Movies µια πλειάδα µε:

α) Τις t και y ως τις δύο πρώτες συνιστώσες (που αντιστοιχούν στα γνωρίσµατα
title και year),

β) Μια τρίτη συνιστώσα l (για το γνώρισµα length) µε τιµή τουλάχιστον 100 και

γ) Οποιεσδήποτε τιµές στις συνιστώσες 4 ώς 6.

Παρατηρήστε ότι ο παραπάνω κανόνας ισοδυναµεί µε την ακόλουθη «τιµοδοτο-
τική εντολή» της σχεσιακής άλγεβρας:

LongMovie := πtitle,year

(
σlength≥100(Movies)

)

το δεξιό µέλος της οποίας είναι µια έκϕραση σχεσιακής άλγεβρας. �

Ένα ερώτηµα στη Datalog είναι µια συλλογή από έναν ή περισσότερους κανόνες.
Εάν στις κεϕαλές αυτών των κανόνων εµϕανίζεται µία µόνο σχέση, τότε η απάν-
τηση του ερωτήµατος θεωρείται ότι είναι η τιµή αυτής της σχέσης. Έτσι, στο Παρά-
δειγµα 5.18, η απάντηση στο ερώτηµα είναι η LongMovie. Εάν όµως στις κεϕαλές των
κανόνων εµϕανίζονται περισσότερες από µία σχέσεις, τότε η απάντηση στο ερώτηµα
είναι µια από αυτές τις σχέσεις, ενώ οι υπόλοιπες συµβάλλουν στον ορισµό της απάν-
τησης. Όταν υπάρχουν πολλά κατηγορήµατα που ορίζονται από µια συλλογή κανό-
νων, θα δεχόµαστε γενικά ότι το αποτέλεσµα του ερωτήµατος ονοµάζεται Answer.
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Ανώνυµες µεταβλητές

Πολύ συχνά οι κανόνες Datalog περιέχουν µεταβλητές που εµϕανίζονται µία
µόνο ϕορά. Τα ονόµατα που χρησιµοποιούνται για αυτές τις µεταβλητές δεν παί-
ζουν κανένα ρόλο. Ενδιαϕερόµαστε για το όνοµα µιας µεταβλητής µόνο όταν
αυτή εµϕανίζεται περισσότερες από µία ϕορές, διότι µέσω του ονόµατος µπο-
ρούµε να διαπιστώσουµε ότι πρόκειται για την ίδια µεταβλητή στη δεύτερη και
στις επόµενες εµϕανίσεις της. Για το λόγο αυτό, θα δεχθούµε τη συνήθη σύµ-
βαση ότι όταν χρησιµοποιείται ως όρισµα ενός ατόµου η κάτω παύλα, _, συµβο-
λίζει µια µεταβλητή που εµϕανίζεται µόνο σε εκείνο το σηµείο. Αν το σύµβολο
_ εµϕανίζεται πολλές ϕορές, τότε συµβολίζει διαϕορετικές µεταβλητές και ποτέ
την ίδια. Π.χ., ο κανόνας του Παραδείγµατος 5.18 θα µπορούσε να γραϕτεί ως
εξής:

LongMovie(t,y)← Movies(t,y,l,_,_,_) AND l ≥ 100

Οι τρεις µεταβλητές g, s και p, που εµϕανίζονται από µία ϕορά έχουν αντικα-
τασταθεί από κάτω παύλες. ∆εν µπορούµε να αντικαταστήσουµε καµία από τις
υπόλοιπες µεταβλητές, διότι αυτές εµϕανίζονται δύο ϕορές στον κανόνα.

5.3.4 Το νόημα των κανόνων Datalog

Το Παράδειγµα 5.18 µας βοήθησε να κατανοήσουµε σε κάποιο βαθµό ποιο είναι το
νόηµα των κανόνων Datalog. Ακριβέστερα, ϕανταστείτε ότι οι µεταβλητές ενός κανό-
να διατρέχουν όλο το ϕάσµα των πιθανών τιµών. Όταν οι τιµές των µεταβλητών είναι
τέτοιες ώστε να αληθεύουν όλοι οι υποστόχοι του κανόνα, τότε βλέπουµε ποια είναι η
τιµή της κεϕαλής για αυτές τις τιµές µεταβλητών και προσθέτουµε την προκύπτουσα
πλειάδα στη σχέση της οποίας το κατηγόρηµα βρίσκεται στην κεϕαλή.
Για παράδειγµα, ας ϕανταστούµε ότι οι τιµές των έξι µεταβλητών του Παραδείγ-

µατος 5.18 διατρέχουν όλο το ϕάσµα των πιθανών τιµών τους. Οι µόνοι συνδυασµοί
τιµών που κάνουν όλους τους υποστόχους να αληθεύουν είναι αυτοί για τους οποί-
ους οι τιµές των (t, y, l, g, s, p), µε αυτή τη σειρά, αποτελούν µια πλειάδα της σχέσης
Movies. Επιπλέον, επειδή πρέπει να αληθεύει και ο υποστόχος l ≥ 100, στην πλειάδα
αυτή η µεταβλητή l, δηλαδή η τιµή της συνιστώσας length, πρέπει να είναι τουλάχι-
στον 100. Όταν συναντούµε ένα τέτοιο συνδυασµό τιµών, τοποθετούµε την πλειάδα
(t, y) στη σχέση της κεϕαλής του κανόνα, δηλαδή στη σχέση LongMovie.
Προκειµένου όµως το αποτέλεσµα ενός κανόνα να είναι µια πεπερασµένη σχέση

και προκειµένου οι κανόνες που έχουν είτε αριθµητικούς υποστόχους είτε αρνηµέ-
νους υποστόχους (υποστόχους δηλαδή στους οποίους προτάσσεται ο τελεστής NOT)
να έχουν ένα διαισθητικά αποδεκτό νόηµα, πρέπει να επιβάλουµε κάποιους περιορι-
σµούς στον τρόπο µε τον οποίο χρησιµοποιούνται οι µεταβλητές µέσα στους κανόνες.
Η συνθήκη αυτή, την οποία θα αποκαλούµε συνθήκη ασϕαλείας, είναι η εξής:

• Κάθε µεταβλητή που εµϕανίζεται σε κάποιο σηµείο του κανόνα πρέπει να εµϕα-
νίζεται και σε κάποιονµηαρνηµένοσχεσιακόυποστόχο του κορµού του κανόνα.
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Συγκεκριµένα, κάθε µεταβλητή που εµϕανίζεται στην κεϕαλή ή σε έναν αρνηµένο
σχεσιακό υποστόχο ή σε έναν αριθµητικό υποστόχο πρέπει να εµϕανίζεται επίσης και
σε έναν µη αρνηµένο σχεσιακό υποστόχο του κορµού.

Παράδειγµα 5.19 : Έστω ο κανόνας

LongMovie(t,y)← Movie(t,y,l,_,_,_) AND l ≥ 100

του Παραδείγµατος 5.18. Ο πρώτος υποστόχος είναι ένας µη αρνηµένος σχεσιακός
υποστόχος, που περιέχει όλες τις µεταβλητές που εµϕανίζονται σε κάποιο σηµείο
του κανόνα, περιλαµβανοµένων τωνανώνυµωνµεταβλητώνπου αναπαρίστανται από
κάτω παύλες. Πιο συγκεκριµένα, οι δύο µεταβλητές t και y που εµϕανίζονται στην
κεϕαλή εµϕανίζονται επίσης και στον πρώτο υποστόχο του κορµού. Αντίστοιχα, η
µεταβλητή l εµϕανίζεται σε έναν αριθµητικό υποστόχο, αλλά εµϕανίζεται επίσης στον
πρώτο υποστόχο. Συνεπώς, ο κανόνας είναι ασϕαλής. �

Παράδειγµα 5.20 : Στον ακόλουθο κανόνα η συνθήκη ασϕαλείας παραβιάζεται τρεις
ϕορές:

P(x,y)← Q(x,z) AND NOT R(w,x,z) AND x<y

1. Η µεταβλητή y εµϕανίζεται στην κεϕαλή, αλλά δεν εµϕανίζεται σε κανένα µη
αρνηµένο σχεσιακό υποστόχο του κορµού. Παρατηρήστε ότι µολονότι η µετα-
βλητή y εµϕανίζεται στον αριθµητικό υποστόχο x < y, αυτό δεν βοηθά στον
περιορισµό των πιθανών τιµών της y σε ένα πεπερασµένο σύνολο. Από τη στιγ-
µή που βρούµε κάποιες τιµές a, b και c για τις µεταβλητές w, x και z, αντίστοιχα,
που να ικανοποιούν τους πρώτους δύο υποστόχους, είµαστε αναγκασµένοι να
προσθέσουµε στη σχέση που αντιστοιχεί στο κατηγόρηµα P της κεϕαλής του
κανόνα τις απειράριθµες πλειάδες (b, d) για τις οποίες ισχύει ότι d > b.

2. Η µεταβλητήw εµϕανίζεται σε έναν αρνηµένο σχεσιακό υποστόχο, δεν εµϕανί-
ζεται όµως σε κανέναν µη αρνηµένο σχεσιακό υποστόχο.

3. Η µεταβλητή y εµϕανίζεται σε έναν αριθµητικό υποστόχο, δεν εµϕανίζεται όµως
σε κανέναν µη αρνηµένο σχεσιακό υποστόχο.

Εποµένως, ο παραπάνω κανόνας δεν είναι ασϕαλής και δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί
στη Datalog. �

Υπάρχει και ένας δεύτερος τρόπος για να ορίσουµε το νόηµα των κανόνων. Αντί
να εξετάσουµε όλες τις πιθανές τιµοδοτήσεις των µεταβλητών, εξετάζουµε όλα τα σύ-
νολα των πλειάδων στις σχέσεις που αντιστοιχούν σε καθέναν από τους µη αρνηµέ-
νους σχεσιακούς υποστόχους. Εάν κάποια τιµοδότηση πλειάδων για κάθε µη αρνη-
µένο σχεσιακό υποστόχο είναι συνεπής (µε αυτό εννοούµε ότι αποδίδει την ίδια τιµή
σε κάθε εµϕάνιση οποιασδήποτε µεταβλητής), τότε εξετάζουµε την προκύπτουσα τι-
µοδότηση για όλες τις µεταβλητές του κανόνα. Σηµειωτέον πως επειδή ο κανόνας
είναι ασϕαλής, κάθε µεταβλητή τιµοδοτείται.
Για κάθε συνεπή τιµοδότηση των µεταβλητών, εξετάζουµε τους αρνηµένους σχε-

σιακούς υποστόχους και τους αριθµητικούς υποστόχους, και ελέγχουµε αν αληθεύουν
όλοι. Υπενθυµίζουµε ότι ένας αρνηµένος υποστόχος αληθεύει αν το άτοµο του έχει



238 5. ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΚΑΙ ΛΟΓΙΚΕΣ ΓΛΩΣΣΕΣ ΕΡΩΤΗΜΑΤΩΝ

τιµή «ψευδές». Αν όλοι οι υποστόχοι αληθεύουν, τότε λαµβάνουµε την πλειάδα στην
οποία µετατρέπεται η κεϕαλή του κανόνα για τη συγκεκριµένη τιµοδότηση των µετα-
βλητών. Η πλειάδα αυτή προστίθεται στη σχέση της οποίας το κατηγόρηµα βρίσκεται
στην κεϕαλή του κανόνα.

Παράδειγµα 5.21 : Ας εξετάσουµε τον ακόλουθο κανόνα Datalog:

P(x,y)← Q(x,z) AND R(z,y) AND NOT Q(x,y)

Έστω η σχέση Q που αποτελείται από τις πλειάδες (1, 2) και (1, 3), και η σχέση R
που αποτελείται από τις πλειάδες (2, 3) και (3, 1). Υπάρχουν δύο µη αρνηµένοι σχε-
σιακοί υποστόχοι, Q(x, z) και R(z, y). Εποµένως, πρέπει να εξετάσουµε όλους τους
συνδυασµούς τιµοδοτήσεων των πλειάδων από τις σχέσεις Q και R για αυτούς τους
υποστόχους. Στον πίνακα της Εικόνας 5.8 παρατίθενται οι τέσσερεις δυνατοί συνδυα-
σµοί.

Πλειάδα της Πλειάδα της Συνεπής ο NOT Q(x,y) Κεϕαλή που
Q(x,z) R(z,y) τιµοδότηση; αληθεύει; προκύπτει

1) (1, 2) (2, 3) Ναι Όχι –
2) (1, 2) (3, 1) Όχι. z = 2, 3 Αδιάϕορο –
3) (1, 3) (2, 3) Όχι. z = 3, 2 Αδιάϕορο –
4) (1, 3) (3, 1) Ναι Ναι P (1, 1)

Εικόνα 5.8: Όλες οι δυνατές τιµοδοτήσεις πλειάδων για τις σχέσεις Q(x, z) και R(z, y)

Ηδεύτερη και η τρίτη επιλογή της Εικόνας 5.8 δεν είναι συνεπείς, διότι αποδίδουν
δύο διαϕορετικές τιµές στη µεταβλητή z. Εποµένως, στη συνέχεια δεν θα εξετάσουµε
άλλο αυτές τις τιµοδοτήσεις.
Η πρώτη επιλογή, στην οποία ο υποστόχος Q(x, z) τιµοδοτείται µε την πλειάδα

(1, 2) και ο R(z, y) µε την πλειάδα (2, 3), δίνει µια συνεπή τιµοδότηση, όπου οι µετα-
βλητές x, y και z παίρνουν τις τιµές 1, 3 και 2, αντίστοιχα. Προχωράµε λοιπόν στη
συνέχεια στον έλεγχο των υπόλοιπων υποστόχων – αυτών που δεν είναι µη αρνηµένοι
σχεσιακοί υποστόχοι. Υπάρχει ένας µόνο τέτοιος υποστόχος, ο NOT Q(x,y). Για αυτήν
την τιµοδότηση των µεταβλητών, αυτός ο υποστόχος γίνεται NOT Q(1,3). Αϕού η
πλειάδα (1, 3) είναι µια πλειάδα της Q, αυτός ο υποστόχος δεν αληθεύει, οπότε δεν
παράγεται καµία πλειάδα στην κεϕαλή του κανόνα από την τιµοδότηση (1).
Η τελευταία επιλογή είναι η (4). Σε αυτήν, η τιµοδότηση είναι συνεπής: οι µεταβλη-

τές x, y και z τιµοδοτούνται 1, 1 και 3, αντίστοιχα. Ο υποστόχος NOT Q(x,y) λαµβά-
νει την τιµή NOT Q(1,1), και αϕού η πλειάδα (1, 1) δεν είναι πλειάδα της σχέσης Q, ο
υποστόχος αληθεύει. Υπολογίζουµε συνεπώς την κεϕαλή P (x, y) για αυτήν την τιµο-
δότηση των µεταβλητών, και βρίσκουµε ότι είναι P (1, 1). Συνεπώς, η πλειάδα (1, 1)
συµπεριλαµβάνεται στη σχέση P . Επειδή έχουµε εξαντλήσει όλες τις πιθανές τιµοδο-
τήσεις των πλειάδων, αυτή είναι η µοναδική πλειάδα στη σχέση P . �

5.3.5 Εκτασιακά και προθεσιακά κατηγορήματα

Είναι χρήσιµο να κάνουµε τη διάκριση ανάµεσα στα:
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• Εκτασιακά κατηγορήµατα, δηλαδή κατηγορήµατα των οποίων οι σχέσεις είναι
αποθηκευµένες σε µια βάση δεδοµένων, και στα
• Προθεσιακά κατηγορήµατα, των οποίων οι σχέσεις υπολογίζονται µε την εϕαρ-
µογή ενός η περισσοτέρων κανόνων Datalog.

Η διαϕορά αυτή είναι ίδια µε τη διαϕορά ανάµεσα στους τελεστέους µιας έκϕρα-
σης σχεσιακής άλγεβρας, που είναι «εκτασιακοί» (δηλ. ορίζονται από την έκτασή τους,
που δεν είναι παρά το «τρέχον στιγµιότυπο µιας σχέσης»), και τις σχέσεις που υπολο-
γίζονται από εκϕράσεις της σχεσιακής άλγεβρας είτε ως το τελικό αποτέλεσµα είτε ως
ενδιάµεσα αποτελέσµατα που αντιστοιχούν σε κάποια υποέκϕραση. Οι σχέσεις αυτού
του τύπου ονοµάζονται «προθεσιακές» (δηλ. ορίζονται µε βάση την «πρόθεση» του
προγραµµατιστή).
Όταν θα αναϕερόµαστε σε κανόνες Datalog, θα αποκαλούµε τη σχέση που αντι-

στοιχεί σε ένα κατηγόρηµα «προθεσιακή» ή «εκτασιακή», ανάλογα µε το αν αυτό το
κατηγόρηµα είναι προθεσιακό ή εκτασιακό, αντίστοιχα. Θα χρησιµοποιούµε επίσης
το ακρωνύµιοΠΒ∆, που σηµαίνει «προθεσιακή βάση δεδοµένων», για να αναϕερόµα-
στε είτε σε ένα προθεσιακό κατηγόρηµα είτε στην αντίστοιχη σχέση. Παροµοίως, θα
χρησιµοποιούµε το ακρωνύµιο ΕΒ∆, που σηµαίνει «εκτασιακή βάση δεδοµένων», για
τα εκτασιακά κατηγορήµατα και τις αντίστοιχες σχέσεις.
Συνεπώς, στο Παράδειγµα 5.18, η σχέση Movies είναι µια σχέση ΕΒ∆, ορίζεται

δηλαδή από την έκτασή της. Το κατηγόρηµαMovies είναι παροµοίως ένα κατηγόρηµα
ΕΒ∆. Η σχέση και το κατηγόρηµα LongMovie είναι αµϕότερα προθεσιακά.
Ένα κατηγόρηµα ΕΒ∆ δεν µπορεί ποτέ να εµϕανιστεί στην κεϕαλή ενός κανόνα,

αν και επιτρέπεται να εµϕανίζεται στον κορµό. Τα κατηγορήµατα ΠΒ∆ επιτρέπεται
να εµϕανίζονται στην κεϕαλή ή στον κορµό ενός κανόνα, ή και στα δύο. Συνηθίζεται
επίσης να κατασκευάζουµε µία και µόνο σχέση χρησιµοποιώντας πολλούς κανόνες µε
το ίδιο κατηγόρηµα ΠΒ∆ στις κεϕαλές. Θα δούµε µια ενδεικτική εϕαρµογή αυτής της
ιδέας στο Παράδειγµα 5.24, που αϕορά την ένωση δύο σχέσεων.
Χρησιµοποιώντας µια σειρά από προθεσιακά κατηγορήµατα µπορούµε να κατα-

σκευάσουµε όλο και πιο σύνθετες συναρτήσεις των σχέσεων ΕΒ∆. Η διαδικασία που
χρησιµοποιούµε είναι ανάλογη µε την κατασκευή εκϕράσεων της σχεσιακής άλγεβρας
µε τη χρήση πολλών τελεστών.

5.3.6 Η εφαρμογή κανόνων Datalog σε σάκους

ΗγλώσσαDatalog είναι εγγενώς µια λογική συνόλων.Όταν όµως δεν υπάρχουν αρνη-
µένοι σχεσιακοί υποστόχοι, οι µέθοδοι για την αποτίµηση των κανόνων Datalog που
ισχύουν όταν οι σχέσεις θεωρούνται σύνολα µπορούν να εϕαρµοστούν και σε σά-
κους. Όταν οι σχέσεις είναι σάκοι, είναι εννοιολογικά απλούστερο να χρησιµοποιή-
σουµε τη δεύτερη προσέγγιση για την αποτίµηση των κανόνων Datalog, εκείνη την
οποία παρουσιάσαµε στην Ενότητα 5.3.4. Υπενθυµίζουµε ότι αυτή η τεχνική έγκειται
στην εξέταση κάθε µη αρνηµένου σχεσιακού υποστόχου και τη διαδοχική αντικατά-
στασή του µε όλες τις πλειάδες της σχέσης που αντιστοιχεί στο κατηγόρηµα αυτού
του υποστόχου. Όταν µια επιλογή πλειάδων για καθένα υποστόχο δίνει µια συνεπή
τιµοδότηση για κάθε µεταβλητή και όλοι οι αριθµητικοί υποστόχοι αληθεύουν,2 τότε
2 Σηµειωτέον ότι θα πρέπει να µην υπάρχουν αρνηµένοι σχεσιακοί υποστόχοι εντός του κανόνα. ∆εν µπο-
ρούµε να αποδώσουµε κάποιο σαϕώς καθορισµένο νόηµα σε έναν τυχόντα κανόνα Datalog µε αρνηµένους
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εξετάζουµε ποια µορϕή λαµβάνει η κεϕαλή µε αυτήν την τιµοδότηση των µεταβλητών
και συµπεριλαµβάνουµε την προκύπτουσα πλειάδα στη σχέση της κεϕαλής.
Εϕόσον εδώ χειριζόµαστε σχέσεις-σάκους, δεν απαλείϕουµε τις διπλοεγγεγραµ-

µένες πλειάδες από τη σχέση της κεϕαλής. Επιπλέον, επειδή εξετάζουµε όλους τους
συνδυασµούς πλειάδων για τους υποστόχους, µια πλειάδα που εµϕανίζεται n ϕορές
στη σχέση ενός υποστόχου θα εξετάζεται n ϕορές ως πλειάδα αυτού του υποστόχου,
«συµπράττοντας» κάθε ϕορά µε όλους τους συνδυασµούς πλειάδων για τους υπολοί-
πους υποστόχους.

Παράδειγµα 5.22 : Ας εξετάσουµε τον κανόνα

H(x,z)← R(x,y) AND S(y,z)

όπου η σχέση R(A,B) έχει τις πλειάδες:

A B
1 2
1 2

και η σχέση S(B,C) τις πλειάδες:

B C
2 3
4 5
4 5

Η µόνη ϕορά στην οποία έχουµε συνεπή τιµοδότηση των πλειάδων των υποστόχων
(δηλ. µια τιµοδότηση τωνπλειάδωνγια τηνοποία η τιµή της µεταβλητής y είναι ίδια σε
κάθε υποστόχο) είναι όταν ο πρώτος υποστόχος τιµοδοτείται µε µία από τις πλειάδες
(1, 2) της σχέσης R, και ο δεύτερος µε την πλειάδα (2, 3) από τη σχέση S. Αϕού η
πλειάδα (1, 2) εµϕανίζεται δύο ϕορές στη σχέση R, και η (2, 3) µία ϕορά στη σχέση
S, θα υπάρχουν δύο τιµοδοτήσεις πλειάδων για τις οποίες οι µεταβλητές x, y, z θα
έχουν τις τιµές x = 1, y = 2 και z = 3. Η πλειάδα της κεϕαλής, δηλ. η (x, z), είναι για
καθεµία από αυτές τις τιµοδοτήσεις ίση µε (1, 3). Συνεπώς, στη σχέσηH της κεϕαλής
εµϕανίζεται δύο ϕορές η πλειάδα (1, 3) και καµία άλλη πλειάδα. ∆ηλαδή, η σχέση

1 3
1 3

είναι η σχέση της κεϕαλής που ορίζεται από αυτόν τον κανόνα. Γενικότερα, αν η
πλειάδα (1, 2) εµϕανιζόταν n ϕορές στη σχέση R και η πλειάδα (2, 3) m ϕορές στη
σχέση S, τότε η πλειάδα (1, 3) θα εµϕανιζόταν nm ϕορές στη σχέσηH . �

Αν µια σχέση ορίζεται από πολλούς κανόνες, τότε το αποτέλεσµα είναι η ένωση
σάκων όσων πλειάδων δηµιουργούνται από κάθε κανόνα χωριστά.

Παράδειγµα 5.23 : Ας εξετάσουµε τη σχέσηH που ορίζεται από τους δύο κανόνες:

σχεσιακούς υποστόχους αν οι σχέσεις είναι σάκοι.




