
Κεφάλαιο 1

∆ιανυσµατική ανάλυση

1.1 ∆ιανυσµατική άλγεβρα

1.1.1 Πράξεις µε διανύσµατα

Αν περπατήσετε 4 µίλια προς τον βορρά και µετά 3 µίλια προς την ανατολή (Σχ. 1.1),
θα έχετε διανύσει συνολικά 7 µίλια, αλλά δεν θα βρεθείτε σε 7 µίλια απόσταση από το
σηµείο που ξεκινήσατε – θα βρεθείτε µόνο σε 5. Χρειαζόµαστε µία άλγεβρα που να
περιγράφει τέτοια µεγέθη, τα οποία, προφανώς, δεν προστίθενται µε τον συνηθισµένο
τρόπο. Ο λόγος, φυσικά, που κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει, είναι ότι οι µετατοπίσεις (τα
ευθύγραµµα τµήµατα που συνδέουν ένα σηµείο µε ένα άλλο) έχουν όχι µόνο μέγεθος
(µήκος ή µέτρο) αλλά και κατεύθυνση, και είναι ουσιώδες και τα δύο αυτά χαρακτη-
ριστικά να λαµβάνονται υπ’ όψη όταν τις προσθέτετε. Τέτοιου είδους αντικείµενα
ονοµάζονται διανύσµατα: άλλα παραδείγµατα είναι η ταχύτητα, η επιτάχυνση, η δύ-
ναµη και η ορµή. Αντιθέτως, ποσότητες που έχουν µέγεθος αλλά όχι κατεύθυνση
ονοµάζονται βαθµωτά: Παραδείγµατα είναι η µάζα, το φορτίο, η πυκνότητα και η
θερµοκρασία.

Τα διανύσµατα θα τα συµβολίζω µεπαχιά γράµµατα (A,B κ.λπ.) ενώ τα βαθµωτά
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θα τα συµβολίζω µε πεζά γράµµατα. Το µέγεθος του διανύσµατος A γράφεται |A| ή,
πιο απλά, A. Στα διαγράµµατα, τα διανύσµατα συµβολίζονται µε βέλη: το µήκος του
βέλους αντιστοιχεί στο µέγεθος του διανύσµατος και η µύτη του βέλους δείχνει την
κατεύθυνσή του. Το μείον A (−A) είναι ένα διάνυσµα µε µέγεθος ίσο µε του A αλλά
µε αντίθετη κατεύθυνση (Σχ. 1.2). Σηµειώστε ότι τα διανύσµατα έχουν µέγεθος και
κατεύθυνση αλλά δεν έχουν συγκεκριμένη θέση: µία µετατόπιση 4 µιλίων βόρεια της
Ουάσιγκτον παριστάνεται από το ίδιο διάνυσµα µε µία µετατόπιση 4 µιλίων βόρεια της
Βαλτιµόρης (αν αγνοήσουµε, βέβαια, την καµπυλότητα της επιφάνειας της Γης). Σ’
ένα διάγραµµα, λοιπόν, µπορείτε να µετατοπίζετε το βέλος όπως θέλετε, από τη στιγµή
που δεν αλλάζετε το µήκος του ή την κατεύθυνσή του (παράλληλη µετατόπιση).

Ορίζουµε τέσσερις πράξεις µε διανύσµατα: την πρόσθεση και τα τρία είδη του
πολλαπλασιασµού.

(i) Πρόσθεση δύο διανυσµάτων: Τοποθετήστε την ουρά του B στη µύτη του A·
το άθροισµα A+B είναι το διάνυσµα που δείχνει από την ουρά του A στη µύτη του
B (Σχ. 1.3). (Ο κανόνας αυτός αποτελεί γενίκευση της ευνόητης διαδικασίας συνδυα-
σµού δύο µετατοπίσεων.) Η πρόσθεση είναι αντιμεταθετική:

A+B = B+A.

3 µίλια ανατολικά µετά από 4 µίλια βόρεια σας οδηγούν στο ίδιο σηµείο µε 4 µίλια
βόρεια µετά από 3 µίλια ανατολικά. Η πρόσθεση είναι, επίσης, προσεταιριστική:

(A+B) +C = A+ (B+C).

Για να αφαιρέσετε ένα διάνυσµα (Σχ. 1.4), προσθέστε το αντίθετό του:

A−B = A+ (−B).
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(ii) Πολλαπλασιασµός µε ένα βαθµωτό: Ο πολλαπλασιασµός ενός διανύσµατος
µε ένα θετικό βαθµωτό µέγεθος a, πολλαπλασιάζει το μέτρο του, αφήνει όµως την
κατεύθυνσή του ανέπαφη (Σχ. 1.5). (Αν το a είναι αρνητικό, η φορά αντιστρέφεται.)
Ο πολλαπλασιασµός µε βαθµωτό είναι επιμεριστικός:

a(A+B) = aA+ aB.
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(iii) Εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων: Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυ-
σµάτων ορίζεται από την

A ·B ≡ AB cos θ, (1.1)

όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζουν τα διανύσµατα αν ενωθούν οι ουρές τους (Σχ. 1.6).
Παρατηρήστε ότι το A ·B είναι ένα βαθμωτό µέγεθος (εξ ου και η εναλλακτική ονο-
µασία βαθµωτό γινόµενο). Το βαθµωτό γινόµενο είναι αντιμεταθετικό,

A ·B = B ·A,
και επιμεριστικό,

A · (B+C) = A ·B+A ·C. (1.2)

Γεωµετρικά, το A ·B είναι το γινόµενο του A επί το µήκος της προβολής του B στον
άξονα του A (ή το γινόµενο του B επί το µήκος της προβολής του A στον άξονα του
B). Αν τα δύο διανύσµατα είναι παράλληλα, τότε A · B = AB. Συγκεκριµένα, για
κάθε διάνυσµα A,

A ·A = A2. (1.3)

Αν τα A και B είναι κάθετα, τότε A ·B = 0.

Παράδειγµα 1.1

Θέστε C = A−B (Σχ. 1.7), και υπολογίστε το εσωτερικό γινόµενο του C µε τον εαυτό
του.

Λύση:

C ·C = (A−B) · (A−B) = A ·A−A ·B−B ·A+B ·B,
ή

C2 = A2 +B2 − 2AB cos θ.

Η ισότητα αυτή ονοµάζεται νόµος των συνηµιτόνων.

(iv) Εξωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων: Το εξωτερικό γινόµενο δύο διανυ-
σµάτων ορίζεται από την

A×B ≡ AB sin θ n̂, (1.4)
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όπου το n̂ είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα (διάνυσµα µε µήκος 1) µε διεύθυνση κάθετη
στο επίπεδο που ορίζουν τα A και B. (Θα χρησιµοποιώ ένα καπελάκι (ˆ) για να συµ-
βολίζω τα µοναδιαία διανύσµατα.) Υπάρχουν, φυσικά, δύο κατευθύνσεις που είναι
κάθετες σε οποιοδήποτε επίπεδο: η «προς τα µέσα» και η «προς τα έξω». Η κατεύθυν-
ση του n̂ αποσαφηνίζεται µε τον κανόνα του δεξιού χεριού: τοποθετήστε τα δάχτυλά
σας κατά µήκος της κατεύθυνσης του πρώτου διανύσµατος και κλείστε την παλάµη
σας (µέσω της µικρότερης γωνίας) προς το µέρος του δεύτερου – ο αντίχειράς σας
τότε δείχνει την κατεύθυνση του n̂. (Στο Σχ. 1.8 το A × B δείχνει προς τα μέσα στη
σελίδα, ενώ το B ×A δείχνει έξω από τη σελίδα.) Παρατηρήστε ότι το A × B είναι
και αυτό ένα διάνυσμα (εξ ου και η εναλλακτική ονοµασία διανυσµατικό γινόµενο).
Το εξωτερικό γινόµενο είναι επιμεριστικό,

A× (B+C) = (A×B) + (A×C), (1.5)

αλλά όχι αντιμεταθετικό. Πράγµατι,

(B×A) = −(A×B). (1.6)

Γεωµετρικά, το |A×B| είναι το εµβαδόν ενός παραλληλογράµµου µε πλευρές τα A
και B (Σχ. 1.8). Αν δύο διανύσµατα είναι παράλληλα, το εξωτερικό τους γινόµενο
είναι µηδέν. Συγκεκριµένα,

A×A = 0

για κάθε διάνυσµα A.

Πρόβληµα 1.1

Χρησιµοποιώντας τους ορισµούς των σχέσεων (1.1) και (1.4) και κατάλληλα σχήµατα,
δείξτε ότι το εσωτερικό και το εξωτερικό γινόµενο είναι επιµεριστικά

(α) όταν τα τρία διανύσµατα είναι συνεπίπεδα·

(β) στη γενική περίπτωση.!

Πρόβληµα 1.2 Είναι το εξωτερικό γινόµενο προσεταιριστικό;

(A×B)×C
;
= A× (B×C).

Αν είναι, αποδείξτε το· αν όχι, δώστε ένα αντιπαράδειγµα.
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1.1.2 Η διανυσµατική άλγεβρα υπό µορφή συνιστωσών

Στην προηγούµενη παράγραφο όρισα τις τέσσερις διανυσµατικές πράξεις (πρόσθεση,
πολλαπλασιασµό µε βαθµωτό, εσωτερικό γινόµενο και εξωτερικό γινόµενο) χωρίς
αναφορά σε κάποιο συγκεκριµένο σύστηµα συντεταγµένων. Στην πράξη, είναι συχνά
ευκολότερο να χρησιµοποιούµε τις καρτεσιανές συντεταγµένες x, y, z και να εργαζό-
µαστε µε τις «συνιστώσες» των διανυσµάτων. Έστω ότι τα x̂, ŷ, και ẑ είναι µοναδιαία
διανύσµατα, παράλληλα µε τους άξονες x, y, και z αντίστοιχα (Σχ. 1.9(α)). Κάθε
διάνυσµα A µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει αυτών των µοναδιαίων διανυσµάτων
βάσης (Σχ. 1.9(β)) ως εξής:

A = Axx̂+Ayŷ +Az ẑ.

Οι αριθµοί Ax, Ay , και Az ονοµάζονται συνιστώσες του A. Γεωµετρικά, είναι οι
προβολές τουA πάνω στους τρεις άξονες συντεταγµένων. Μπορούµε τώρα να επανα-
διατυπώσουµε κάθε µία από τις τέσσερις διανυσµατικές πράξεις µε κανόνες πράξεων
µεταξύ των συνιστωσών:

A+B = (Axx̂+Ayŷ +Az ẑ) + (Bxx̂+Byŷ +Bzẑ)

= (Ax +Bx)x̂+ (Ay +By)ŷ + (Az +Bz)ẑ. (1.7)

(i) Κανόνας: Για να προσθέσετε διανύσματα, προσθέστε τις αντίστοιχες συνιστώσες.

aA = (aAx)x̂ + (aAy)ŷ + (aAz)ẑ. (1.8)

(ii) Κανόνας: : Για να πολλαπλασιάσετε με ένα βαθμωτό, πολλαπλασιάστε με αυτό
την κάθε συνιστώσα.
Επειδή τα µοναδιαία διανύσµατα x̂, ŷ, και ẑ είναι κάθετα το ένα στο άλλο,

x̂ · x̂ = ŷ · ŷ = ẑ · ẑ = 1, x̂ · ŷ = x̂ · ẑ = ŷ · ẑ = 0. (1.9)

Κατά συνέπεια,

A ·B = (Axx̂+Ayŷ +Az ẑ) · (Bxx̂+Byŷ +Bz ẑ)

= AxBx +AyBy +AzBz. (1.10)
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(iii) Κανόνας: Για να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο, πολλαπλασιάστε τις αν-
τίστοιχες συνιστώσες και προσθέστε τα γινόμενα.
Ειδικότερα,

A ·A = A2
x +A2

y +A2
z,

οπότε
A =

√
A2

x +A2
y +A2

z . (1.11)

(Αυτή είναι, αν προτιµάτε, η τριδιάστατη γενίκευση του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος.)
Παρατηρήστε ότι το εσωτερικό γινόµενο του A µε οποιοδήποτε μοναδιαίο διάνυσµα
ισούται µε τη συνιστώσα του A κατά µήκος της κατεύθυνσης του µοναδιαίου διανύ-
σµατος (έτσι, A · x̂ = Ax,A · ŷ = Ay , και A · ẑ = Az).

Παροµοίως,1

x̂× x̂ = ŷ × ŷ = ẑ× ẑ = 0,

x̂× ŷ = −ŷ× x̂ = ẑ,

ŷ × ẑ = −ẑ× ŷ = x̂,

ẑ× x̂ = −x̂× ẑ = ŷ. (1.12)

Εποµένως,

A×B = (Axx̂+Ayŷ +Az ẑ)× (Bxx̂+Byŷ +Bzẑ) (1.13)

= (AyBz −AzBy)x̂+ (AzBx −AxBz)ŷ + (AxBy −AyBx)ẑ.

Η έκφραση αυτή, που είναι δύσκολο να τη θυµάται κανείς, µπορεί να γραφτεί πιο
νοικοκυρεµένα υπό µορφή ορίζουσας:

A×B =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ . (1.14)

(iv) Κανόνας: Για να βρείτε το εξωτερικό γινόμενο, υπολογίστε την ορίζουσα που η
πρώτη γραμμή της είναι τα x̂, ŷ, ẑ, η δεύτερή της γραμμή αποτελείται από τις συνιστώσες
του A, και η τρίτη της γραμμή από τις συνιστώσες του B.

Παράδειγµα 1.2

Βρείτε τη γωνία που σχηµατίζουν δύο διαγώνιοι διαδοχικών εδρών ενός κύβου.

Λύση: Μπορούµε να θεωρήσουµε έναν κύβο που η πλευρά του έχει µήκος 1 (χωρίς
απώλεια της γενικότητας), και να τον τοποθετήσουµε όπως φαίνεται στο Σχ. 1.10, µε τη

1Τα πρόσηµα αυτά χαρακτηρίζουν ένα δεξιόστροφο σύστηµα συντεταγµένων. (Σ’ ένα τέτοιο σύστηµα,
όταν ο άξονας x δείχνει έξω από τη σελίδα, ο άξονας y δείχνει προς τα δεξιά και ο άξονας z προς τα πάνω.
Κάθε άλλο δεξιόστροφο σύστηµα προκύπτει µε µια σειρά διαδοχικών περιστροφών του συστήµατος αυτού
γύρω από κάποιους άξονες στο χώρο.) Σε οποιοδήποτε αριστερόστροφο σύστηµα τα πρόσηµα αντιστρέφον-
ται: x̂× ŷ = −ẑ και ούτω καθ’ εξής. Θα χρησιµοποιούµε αποκλειστικά δεξιόστροφα συστήµατα.
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µια γωνία του στην αρχή των αξόνων. Οι διαγώνιοι A και B των εδρών του σχήµατος
είναι

A = 1 x̂+ 0 ŷ + 1 ẑ, B = 0 x̂+ 1 ŷ + 1 ẑ.

z

θ
A

B
(0, 0, 1)

y
(0, 1, 0)

x (1, 0, 0)

Σχήµα 1.10

Έτσι, υπό µορφή συνιστωσών

A ·B = 1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 1 = 1.

Εξάλλου, από τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου έχουµε

A ·B = AB cos θ =
√
2
√
2 cos θ = 2 cos θ.

Εποµένως,
cos θ = 1/2, ή θ = 60◦.

Μπορείτε, φυσικά, να βρείτε την απάντηση και µε ευκολότερο τρόπο, σχεδιάζοντας τη
διαγώνιο της πάνω έδρας του κύβου, οπότε σχηµατίζεται ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Σε
περιπτώσεις όµως που η γεωµετρία του σχήµατος δεν είναι τόσο απλή, το τέχνασµα της
σύγκρισης των δύο σχέσεων υπολογισµού του εσωτερικού γινοµένου µπορεί να βοηθήσει
πολύ αποτελεσµατικά στην εύρεση γωνιών.

Πρόβληµα 1.3 Βρείτε τη γωνία που σχηµατίζουν οι εσωτερικές διαγώνιοι ενός κύβου.

Πρόβληµα 1.4Χρησιµοποιήστε το εξωτερικό γινόµενο για να βρείτε τις συνιστώσες του
µοναδιαίου διανύσµατος n̂ που είναι κάθετο στο επίπεδο του Σχ. 1.11.

1.1.3 Τριπλά γινόµενα

Αφού το εξωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι και αυτό ένα διάνυσµα, µπορού-
µε να ορίσουµε το εσωτερικό ή το εξωτερικό του γινόµενο µε ένα τρίτο διάνυσµα,
σχηµατίζοντας έτσι ένα τριπλό γινόµενο.
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Σχήµα 1.12

(i) Το βαθµωτό τριπλό γινόµενο: A · (B × C). Γεωµετρικά, το |A · (B × C)|,
είναι ο όγκος του παραλληλεπιπέδου µε πλευρές τα A, B, και C, αφού |B×C| είναι
το εµβαδόν της βάσης και |A cos θ| είναι το ύψος (Σχ. 1.12). Προφανώς, λοιπόν ∗

A · (B×C) = B · (C×A) = C · (A×B), (1.15)

αφού όλα αντιστοιχούν στο ίδιο σχήµα. Παρατηρήστε ότι τηρείται «αλφαβητική» σει-
ρά – τα τριπλά γινόµενα που δεν τηρούν την αλφαβητική σειρά,

A · (C×B) = B · (A×C) = C · (B×A),

λόγω της Εξίσωσης (1.6), έχουν αντίθετο πρόσηµο. Υπό µορφή συνιστωσών

A · (B×C) =

∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Bx By Bz

Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣ . (1.16)

Παρατηρήστε ότι το εσωτερικό και το εξωτερικό γινόµενο µπορούν να αντιµετατίθεν-
ται:

A · (B×C) = (A×B) ·C

(αυτό συνάγεται άµεσα από την (1.15))· η τοποθέτηση των παρενθέσεων, εν τούτοις,
είναι πολύ σηµαντική: η έκφραση (A ·B)×C δεν έχει κανένα απολύτως νόηµα – δεν
µπορείτε να σχηµατίσετε το εξωτερικό γινόµενο ενός διανύσµατος και ενός βαθμωτού.

(ii) Το ∆ιανυσµατικό Τριπλό Γινόµενο: A×(B×C). Ο τύπος του διανυσµατικού
τριπλού γινοµένου γίνεται πιο ευκολοµνηµόνευτος µε τον λεγόµενο κανόνα BAC–
CAB:

A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B). (1.17)

Παρατηρήστε ότι το

(A×B)×C = −C× (A×B) = −A(B ·C) +B(A ·C)

∗Οι ισότητες στην (1.15) προκύπτουν µε κυκλική µετάθεση των διανυσµάτων (Σ.τ.Μ.).
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είναι ένα τελείως διαφορετικό διάνυσµα. Παρεµπιπτόντως, όλα τα ανώτερα διανυ-
σµατικά γινόµενα µπορούν να απλοποιηθούν µε παρόµοιο τρόπο, συνήθως µε κατ’
επανάληψη εφαρµογή της (1.17), έτσι ώστε να µην είναι αναγκαίο µια έκφραση να
περιέχει περισσότερα του ενός διανυσµατικά γινόµενα σε κάθε όρο. Για παράδειγµα,

(A×B) · (C×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C)

A× (B× (C×D)) = B(A · (C×D)) − (A ·B)(C×D). (1.18)

Πρόβληµα 1.5Αποδείξτε τον κανόνα BAC–CAB γράφοντας και τα δύο µέλη υπό µορφή
συνιστωσών.

Πρόβληµα 1.6 Αποδείξτε ότι

[A× (B×C)] + [B× (C×A)] + [C× (A×B)] = 0.

Κάτω από ποιες συνθήκες είναι A× (B×C) = (A×B)×C;

1.1.4 ∆ιανύσµατα θέσης, µετατόπισης, και απόστασης

Η θέση ενός σηµείου στις τρεις διαστάσεις µπορεί να προσδιοριστεί από τις καρτεσια-
νές του συντεταγµένες (x, y, z). Το διάνυσµα που έχει ως αρχή την αρχή των αξόνων
και τέλος το εν λόγω σηµείο (Σχ. 1.13) λέγεται διάνυσµα θέσης:

r ≡ x x̂ + y ŷ + z ẑ. (1.19)

Για το διάνυσµα θέσης θα χρησιµοποιήσω το σύµβολο r σε όλο το βιβλίο. Το µέτρο
του,

r =
√
x2 + y2 + z2, (1.20)

ισούται µε την απόσταση από την αρχή των αξόνων, και

r̂ =
r

r
=
x x̂+ y ŷ + z ẑ√
x2 + y2 + z2

(1.21)

είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα που δείχνει ακτινικά προς τα έξω. Το απειροστό διά-
νυσµα µετατόπισης, από το (x, y, z) στο (x+ dx, y + dy, z + dz), είναι

dl = dx x̂+ dy ŷ + dz ẑ. (1.22)

(Θα µπορούσαµε να το συµβολίσουµε µε dr, καθώς περί αυτού πρόκειται, αλλά ένα
ειδικό σύµβολο για τις απειροστές µετατοπίσεις είναι χρήσιµο.)

Στην ηλεκτροδυναµική συναντάµε συχνά προβλήµατα που αφορούν δύο σηµεία
– συνήθως ένα σηµείο πηγής, r′, όπου βρίσκεται ένα ηλεκτρικό φορτίο, και ένα ση-
µείο πεδίου, r, στο οποίο υπολογίζουµε το ηλεκτρικό ή το µαγνητικό πεδίο (Σχ. 1.14).
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Σχήµα 1.14

Συµφέρει να υιοθετήσουµε από την αρχή ένα συντοµογραφικό σύµβολο για το διάνυ-
σµα απόστασης από το σηµείο πηγής µέχρι το σηµείο πεδίου. Για αυτόν τον σκοπό
θα χρησιµοποιήσω το γράµµα r:

r ≡ r− r′. (1.23)

Το µέτρο του είναι
r = |r− r′|, (1.24)

και το µοναδιαίο διάνυσµα µε κατεύθυνση από το r′ προς το r είναι

Or =
r
r
=

r− r′

|r− r′| . (1.25)

Σε καρτεσιανές συντεταγµένες,

r = (x − x′)x̂ + (y − y′)ŷ + (z − z′)ẑ, (1.26)

r =
√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2, (1.27)

Or =
(x− x′)x̂+ (y − y′)ŷ + (z − z′)ẑ√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 (1.28)

(απ’ όπου µπορεί κανείς να εκτιµήσει το πλεονέκτηµα του συνοπτικού συµβολισµού).

Πρόβληµα 1.7 Βρείτε το διάνυσµα απόστασης r από το σηµείο πηγής (2,8,7) µέχρι το
σηµείο πεδίου (4,6,8). Υπολογίστε το µέτρο του (r), και κατασκευάστε το µοναδιαίο
διάνυσµα Or.

1.1.5 Πώς µετασχηµατίζονται τα διανύσµατα

Ο ορισµός ενός διανύσµατος σαν «ποσότητα µε µέτρο και κατεύθυνση» δεν είναι εξ
ολοκλήρου ικανοποιητικός: Τι ακριβώς σημαίνει «κατεύθυνση»;2 Η ερώτηση αυτή

2Η ενότητα αυτή µπορεί να παραλειφθεί χωρίς απώλεια συνέχειας.
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µπορεί να φαίνεται σχολαστική, σύντοµα όµως θα συναντήσουµε ένα είδος παραγώ-
γου που µάλλον μοιάζει µε διάνυσµα, οπότε θα θέλαµε να ξέρουµε αν πράγµατι είναι
διάνυσµα. Έχετε συνηθίσει, ίσως, να νοµίζετε πως οτιδήποτε έχει τρεις συνιστώσες
που προστίθενται κατάλληλα είναι ένα διάνυσµα. Σκεφτείτε όµως το εξής: Έχουµε
ένα κασόνι µε φρούτα που περιέχει Nx αχλάδια, Ny µήλα και Nz µπανάνες. Είναι
άραγε τοN = Nxx̂+Nyŷ+Nzẑ διάνυσµα; Έχει πράγµατι τρεις συνιστώσες και όταν
το προσθέσετε µε ένα άλλο κασόνι που έχειMx αχλάδια,My µήλα καιMz µπανάνες,
το αποτέλεσµα είναι (Nx +Mx) αχλάδια, (Ny +My) µήλα και (Nz +Mz) µπανάνες.
Άρα προστίθεται σαν διάνυσµα. Σίγουρα όµως δεν είναι διάνυσµα µε τον τρόπο που
ένας φυσικός εννοεί αυτή τη λέξη, διότι δεν έχει κάποια κατεύθυνση. Πού ακριβώς
υστερεί;

Η απάντηση είναι ότι τοN δεν μετασχηματίζεται κατάλληλα όταν αλλάζετε τις συν-
τεταγμένες. Το σύστηµα συντεταγµένων που χρησιµοποιούµε για να περιγράφουµε τις
θέσεις στον χώρο, είναι, βεβαίως, τελείως αυθαίρετο, υπάρχει όµως ένας συγκεκριµέ-
νος γεωµετρικός νόµος µετασχηµατισµού που µετατρέπει τις διανυσµατικές συνιστώ-
σες από το ένα σύστηµα στο άλλο. Υποθέστε, για παράδειγµα, ότι το σύστηµα x, y, z,
έχει στραφεί κατά γωνία φ περί τον κοινό άξονα x = x, ως προς το σύστηµα x, y, z.
Από το Σχ. 1.15 έχουµε

Ay = A cos θ, Az = A sin θ,

ενώ

Ay = A cos θ = A cos(θ − φ) = A(cos θ cosφ+ sin θ sinφ)

= cosφAy + sinφAz ,

Az = A sin θ = A sin(θ − φ) = A(sin θ cosφ− cos θ sinφ)

= − sinφAy + cosφAz .

Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να εκφραστεί υπό µορφή πινάκων:(
Ay

Az

)
=

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)(
Ay

Az

)
. (1.29)

y

z

y

z

θ
θ φ

A

θ

Σχήµα 1.15
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Γενικότερα, ο νόµος µετασχηµατισµού για περιστροφή γύρω από κάποιον αυθαί-
ρετο άξονα στον χώρο, παίρνει τη µορφή:⎛

⎝ Ax

Ay

Az

⎞
⎠ =

⎛
⎝ Rxx Rxy Rxz

Ryx Ryy Ryz

Rzx Rzy Rzz

⎞
⎠
⎛
⎝ Ax

Ay

Az

⎞
⎠ , (1.30)

ή, συντοµότερα,

Ai =
3∑

j=1

RijAj , (1.31)

όπου ο δείκτης 1 είναι για το x, ο 2 για το y και ο 3 για το z. Τα στοιχεία του πίνακα R
µπορούν να προσδιοριστούν, για µια δεδοµένη περιστροφή, µε γεωµετρική µέθοδο,
παρόµοια µε εκείνη που χρησιµοποιήσαµε για την περιστροφή γύρω από τον άξονα x.

Τώρα: Οι συνιστώσες του N µετασχηµατίζονται µε τον ίδιο τρόπο; Βεβαίως όχι –
όποιες συντεταγµένες και να χρησιµοποιήσετε για να αναπαραστήσετε τις θέσεις στον
χώρο, θα υπάρχει πάντα η ίδια ποσότητα µήλων στο κασόνι. ∆εν µπορείτε να µετα-
τρέψετε ένα αχλάδι σε µπανάνα χρησιµοποιώντας ένα διαφορετικό σύστηµα αξόνων,
μπορείτε όµως τοAx να το µετατρέψετε σεAy. Τυπικά, λοιπόν, ένα διάνυσμα είναι ένα
οποιοδήποτε σύνολο τριών συνιστωσών που μετασχηματίζεται, όταν αλλάζουν οι συντε-
ταγμένες, ακριβώς όπως οι συνιστώσες μιας μετατόπισης. Ως γνωστόν, η µετατόπιση
είναι το πρότυπο συμπεριφοράς για όλα τα διανύσµατα.

Παρεµπιπτόντως, ένας τανυστής (δεύτερης τάξης) είναι ένα µαθηµατικό αντικεί-
µενο µε εννιά συνιστώσες Txx, Txy, Txz, Tyx, . . . , Tzz, για το µετασχηµατισµό των
οποίων απαιτείται δύο φορές η δράση του πίνακα R:

T xx = Rxx(RxxTxx +RxyTxy +RxzTxz)

+Rxy(RxxTyx +RxyTyy +RxzTyz)

+Rxz(RxxTzx +RxyTzy +RxzTzz), . . .

ή, συντοµότερα,

T ij =
3∑

k=1

3∑
l=1

RikRjlTkl. (1.32)

Εν γένει, ένας τανυστής τάξης n έχει n δείκτες και 3n συνιστώσες και µετασχηµα-
τίζεται αν δράσουµε πάνω του n φορές µε τον πίνακα R. Στην ιεραρχία αυτή, ένα
διάνυσµα είναι τανυστής τάξης 1 και ένα βαθµωτό είναι τανυστής τάξης 0.

Πρόβληµα 1.8

(α) Αποδείξτε ότι ο διδιάστατος πίνακας στροφής (1.29) διατηρεί το μήκος του A. (∆η-
λαδή, δείξτε ότι AyBy + AzBz = AyBy + AzBz.)

(β) Ποιους περιορισµούς πρέπει να ικανοποιούν τα στοιχεία (Rij) του τριδιάστατου πί-
νακα στροφής (1.30) προκειµένου να διατηρούν το µήκος του A (για όλα τα A);
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Πρόβληµα 1.9 Βρείτε τον πίνακα µετασχηµατισµού R που περιγράφει µία στροφή 120◦

γύρω από έναν άξονα που περνάει από την αρχή των αξόνων και από το σηµείο (1, 1, 1).
Η στροφή γίνεται κατά τη φορά των δεικτών του ρολογιού καθώς κοιτάτε κατά µήκος
του άξονα προς την αρχή.

Πρόβληµα 1.10

(α) Πώς µετασχηµατίζονται οι συνιστώσες ενός διανύσµατος σε µία ευθύγραµµη µετα-
φορά των αξόνων (π.χ. x = x, y = y − a, z = z, Σχ. 1.16(α));

(β) Πώς µετασχηµατίζονται οι συνιστώσες ενός διανύσµατος σε µία αντιστροφή των
συντεταγµένων (x = −x, y = −y, z = −z, Σχ. 1.16(β));
(γ) Πώς µετασχηµατίζεται το εξωτερικό γινόµενο (1.13) δύο διανυσµάτων σε µία αντι-
στροφή; (Το εξωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων δικαιολογηµένα ονοµάζεται ψευδο-
διάνυσµα λόγω αυτής της «ανώµαλης» συµπεριφοράς του.) Το εξωτερικό γινόµενο δύο
ψευδοδιανυσµάτων είναι διάνυσµα ή ψευδοδιάνυσµα; Κατονοµάστε δύο ψευδοδιανυ-
σµατικές ποσότητες της κλασικής µηχανικής.

(δ) Πώς µετασχηµατίζεται σε µια αντιστροφή το βαθµωτό τριπλό γινόµενο τριών διανυ-
σµάτων; (Ένα τέτοιο αντικείµενο ονοµάζεται ψευδοβαθµωτό.)

y

z

x x

z

(α)

ya }

z

(β)

y

x

x

z

y

Σχήµα 1.16

1.2 ∆ιαφορικός λογισµός

1.2.1 «Συνήθεις» παράγωγοι

Ερώτηση: Υποθέστε ότι έχουµε µία συνάρτηση µιας µεταβλητής: f(x). Τι µας δίνει η
παράγωγός της df/dx; Απάντηση: Μας λέει πόσο γρήγορα µεταβάλλεται η συνάρτηση
f(x) όταν αλλάζουµε τη µεταβλητή x κατά ένα απειροστό ποσό dx:

df =

(
df

dx

)
dx. (1.33)

Με λόγια: Αν αλλάξουµε την x κατά ένα dx, τότε η f αλλάζει κατά ένα df · η παρά-
γωγος είναι ο συντελεστής αναλογίας. Για παράδειγµα, στο Σχ. 1.17(α), η συνάρτηση
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µεταβάλλεται αργά καθώς αλλάζει η x και η παράγωγος είναι κατ’ αντιστοιχία µικρή.
Στο Σχ. 1.17(β) η f αυξάνεται γρήγορα µε την x και η παράγωγος γίνεται µεγάλη
καθώς αποµακρύνεστε από το σηµείο x = 0.

Γεωμετρική ερμηνεία. Η παράγωγος df/dx είναι η κλίση της καµπύλης f(x).

x

f

(α) x

f

(β)

Σχήµα 1.17

1.2.2 Κλίση

Υποθέστε, στη συνέχεια, ότι έχουµε µία συνάρτηση τριών µεταβλητών – σαν τη θερ-
µοκρασία, ας πούµε, T (x, y, z) σε ένα δωµάτιο. (Ξεκινώντας από µία γωνία του δω-
µατίου, τοποθετήστε ένα σύστηµα αξόνων· η T τότε θα δίνει τη θερµοκρασία κάθε
σηµείου µε συντεταγµένες (x, y, z) στο δωµάτιο.) Θέλουµε να γενικεύσουµε την έν-
νοια της «παραγώγου» για συναρτήσεις όπως η T , που εξαρτώνται όχι από μία αλλά
από τρεις µεταβλητές.

Υποτίθεται, τώρα, ότι η παράγωγος µας λέει πόσο γρήγορα µεταβάλλεται µία συ-
νάρτηση όταν µετακινηθούµε κατά µία µικρή απόσταση. Εδώ όµως το πρόβληµα
είναι πιο πολύπλοκο, διότι προφανώς η παράγωγος θα εξαρτάται και από την κατεύ-
θυνση προς την οποία θα κινηθούµε: Αν πάµε προς τα πάνω (προς την οροφή), η
θερµοκρασία πιθανώς να αυξηθεί αρκετά γρήγορα, αλλά αν κινηθούµε οριζοντίως,
µπορεί να µην αλλάξει καθόλου. Εν ολίγοις, η ερώτηση «Πόσο γρήγορα µεταβάλλε-
ται η T (x, y, z);» έχει ένα άπειρο πλήθος απαντήσεων, µία για κάθε κατεύθυνση που
επιλέγουµε να εξερευνήσουµε.

Ευτυχώς, το πρόβληµα δεν είναι τόσο πολύπλοκο όσο φαίνεται. Σύµφωνα µε ένα
θεώρηµα για τις µερικές παραγώγους,

dT =

(
∂T

∂x

)
dx+

(
∂T

∂y

)
dy +

(
∂T

∂z

)
dz. (1.34)

Ο κανόνας αυτός µας λέει πόσο µεταβάλλεται η T αν αλλάξουµε τις τρεις µεταβλητές
κατά απειροστά ποσά dx, dy και dz. Παρατηρήστε ότι δεν χρειαζόµαστε άπειρο πλή-
θος παραγώγων – τρεις µόνο φτάνουν: οι μερικές παράγωγοι κατά µήκος κάθε µιας
από τις τρεις κατευθύνσεις των αξόνων.

Η Εξίσωση (1.34) φέρνει στο νου ένα εσωτερικό γινόµενο:

dT =

(
∂T

∂x
x̂+

∂T

∂y
ŷ +

∂T

∂z
ẑ

)
· (dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ)
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= (∇T ) · (dl), (1.35)

όπου

∇T ≡ ∂T

∂x
x̂+

∂T

∂y
ŷ +

∂T

∂z
ẑ (1.36)

είναι η κλίση της T · είναι µία διανυσματική ποσότητα µε τρεις συνιστώσες και απο-
τελεί τη γενίκευση της παραγώγου που αναζητούµε. Η Εξίσωση (1.35) είναι η τριδιά-
στατη εκδοχή της (1.33).

Γεωμετρική Ερμηνεία της Κλίσης. Όπως κάθε διάνυσµα, η κλίση έχει μέτρο και
κατεύθυνση. Για να προσδιορίσουµε το γεωµετρικό της νόηµα, ας ξαναγράψουµε το
εσωτερικό γινόµενο (1.35) στη γενική µορφή:

dT = ∇T · dl = |∇T ||dl| cos θ, (1.37)

όπου θ είναι η γωνία µεταξύ των ∇T και dl. Κρατώντας, τώρα, σταθερό το μέτρο
του |dl| και διερευνώντας τις διάφορες κατευθύνσεις (µεταβάλλοντας, δηλαδή, την θ),
είναι προφανές ότι η μέγιστη µεταβολή της T παρατηρείται στην κατεύθυνση θ = 0
(αφού τότε θα είναι cos θ = 1). Συνεπώς, µε το |dl| σταθερό, το dT παίρνει τη µέγιστη
τιµή του αν κινηθώ προς την κατεύθυνση του ∇T . Έτσι,

Η κλίση ∇T δείχνει προς την κατεύθυνση της μέγιστης αύξησης της συνάρ-
τησης T .

Επιπλέον,

Το μέτρο |∇T | μας δίνει την κλίση (δηλαδή τον ρυθμό αύξησης) της T στην
κατεύθυνση αυτή της μέγιστης αύξησής της.

Φανταστείτε ότι βρίσκεστε στην πλαγιά ενός λόφου. Κοιτάξτε γύρω σας και βρεί-
τε προς ποια κατεύθυνση η ανάβαση είναι δυσκολότερη. Αυτή είναι η κατεύθυνση της
κλίσης. Μετρήστε τώρα την κλίση της πλαγιάς προς αυτή την κατεύθυνση (το πηλίκο
του ύψους προς το αντίστοιχο µήκος). Αυτό είναι το μέτρο της κλίσης. (Η συνάρτηση
για την οποία µιλάµε εδώ είναι το ύψος του λόφου, και οι συντεταγµένες από τις οποίες
εξαρτάται είναι, ας πούµε, το γεωγραφικό µήκος και το γεωγραφικό πλάτος. Η συνάρ-
τηση αυτή εξαρτάται µόνο από δύο µεταβλητές, όχι τρεις, το γεωµετρικό όµως νόηµα
της κλίσης γίνεται ευκολότερα αντιληπτό σε δύο διαστάσεις.) Παρατηρήστε από την
(1.37) ότι η κατεύθυνση της πιο απότοµης καθόδου είναι αντίθετη από την κατεύθυν-
ση της πιο απότοµης ανόδου, ενώ σε γωνία 90◦ προς τη διεύθυνση αυτή η κλίση είναι
µηδέν (το διάνυσµα της κλίσης τέµνει κάθετα τις ισοϋψείς καµπύλες). Μπορείτε να
φανταστείτε επιφάνειες που δεν έχουν τέτοιες ιδιότητες, δεν θα αντιστοιχούν όµως σε
παραγωγίσιµες συναρτήσεις γιατί θα έχουν «σπασίµατα».

Τι σηµαίνει άραγε µηδενική κλίση; Αν∇T = 0 στο (x, y, z) τότε dT = 0 για µικρές
µετατοπίσεις γύρω από το σηµείο (x, y, z). Αυτό, λοιπόν, είναι ένα στάσιµο σηµείο
της συνάρτησης T (x, y, z). Μπορεί να είναι ένα µέγιστο (κορυφή) ή ένα ελάχιστο
(κοιλάδα) ή κάποιο σαγµατικό σηµείο (πέρασµα) ή κάποιο σηµείο καµπής («ράχη»).
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Πρόκειται για κατάσταση ανάλογη µε εκείνη των συναρτήσεων μιας µεταβλητής, ό-
που ένας µηδενισµός της παραγώγου σηµατοδοτεί την ύπαρξη µεγίστου, ελαχίστου
ή σηµείου καµπής της συνάρτησης. Ειδικότερα, αν θέλετε να εντοπίσετε τα ακρότα-
τα µιας συνάρτησης τριών µεταβλητών, βρείτε πρώτα τα σηµεία όπου µηδενίζεται η
κλίση.

Παράδειγµα 1.3

Βρείτε την κλίση του r =
√
x2 + y2 + z2 (το µέτρο του διανύσµατος θέσης).

Λύση:

∇r =
∂r

∂x
x̂+

∂r

∂y
ŷ +

∂r

∂z
ẑ

=
1

2

2x√
x2 + y2 + z2

x̂+
1

2

2y√
x2 + y2 + z2

ŷ +
1

2

2z√
x2 + y2 + z2

ẑ

=
x x̂+ y ŷ + z ẑ√
x2 + y2 + z2

=
r

r
= r̂.

Βγάζει νόηµα το αποτέλεσµα; Λοιπόν, το νόηµά του είναι ότι η απόσταση από την αρχή
των αξόνων αυξάνεται µε τον ταχύτερο ρυθµό στην ακτινική διεύθυνση, και ότι ο ρυθμός
αύξησής της σε αυτήν την κατεύθυνση είναι 1. . . ακριβώς ό,τι αναµέναµε.

Πρόβληµα 1.11 Βρείτε τις κλίσεις των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) f(x, y, z) = x2 + y3 + z4.

(β) f(x, y, z) = x2y3z4.

(γ) f(x, y, z) = ex sin(y) ln(z).

Πρόβληµα 1.12 Το ύψος κάποιου λόφου (σε πόδια) δίνεται από την

h(x, y) = 10(2xy − 3x2 − 4y2 − 18x + 28y + 12),

όπου x και y είναι αντίστοιχα οι αποστάσεις (σε µίλια) ανατολικά και βόρεια κάποιας
συγκεκριµένης πόλης (που βρίσκεται στην αρχή των αξόνων).

(α) Σε ποιο σηµείο βρίσκεται η κορυφή του λόφου;

(β) Πόσο είναι το ύψος του;

(γ) Πόσο απότοµη είναι η κλίση του λόφου (σε πόδια ανά µίλι) σ’ ένα σηµείο που βρί-
σκεται 1 µίλι ανατολικά και 1 µίλι βόρεια της πόλης; Προς ποια κατεύθυνση, στο σηµείο
αυτό, η κλίση του λόφου γίνεται πιο απότοµη;

Πρόβληµα 1.13 Έστω r το διάνυσµα απόστασης από κάποιο σταθερό σηµείο (x′, y′, z′)•
στο σηµείο (x, y, z) και έστω r το µήκος του. ∆είξτε ότι

(α) ∇(r2) = 2r.

(β) ∇(1/r) = −Or/r2.
(γ) Ποιος είναι ο γενικός τύπος για το ∇(rn);
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Πρόβληµα 1.14 Υποθέστε ότι η f είναι µία συνάρτηση µόνο δύο µεταβλητών (y και z).!
∆είξτε ότι η κλίση∇f = (∂f/∂y)ŷ+(∂f/∂z)ẑ µετασχηµατίζεται σε στροφές όπως στην
(1.29), δηλ. σαν διάνυσµα. [Υπόδειξη: (∂f/∂y) = (∂f/∂y)(∂y/∂y)+ (∂f/∂z)(∂z/∂y),
(και ο τύπος για το ∂f/∂z είναι παρόµοιος). Γνωρίζετε ότι y = y cosφ + z sinφ,
z = −y sinφ + z cos φ· «λύστε» τις εξισώσεις αυτές ως προς y και z (σαν συναρτήσεις
των y και z) και υπολογίστε τις απαραίτητες παραγώγους ∂y/∂y, ∂z/∂y, κ.λπ.].

1.2.3 Ο τελεστής ∇
Η κλίση µοιάζει µε ένα διάνυσµα, ∇, που «πολλαπλασιάζει» ένα βαθµωτό µέγεθος
T :

∇T =

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)
T. (1.38)

(Γράφω τα µοναδιαία διανύσµατα αριστερά, ώστε να µη νοµίζει κανείς ότι εννοώ π.χ.
∂x̂/∂x – πράγµα που ισούται µε µηδέν αφού το x̂ είναι σταθερό. Ο παράγοντας που
βρίσκεται στην παρένθεση της (1.38) ονοµάζεται «ντελ»:

∇ = x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z
. (1.39)

Το ντελ, βεβαίως, δεν είναι διάνυσµα, µε τη συνήθη έννοια. Πράγµατι, δεν έχει κάποιο
συγκεκριµένο νόηµα, παρά µόνο αν του δώσουµε µία βαθµωτή συνάρτηση για να
δράσει πάνω της. Επιπλέον, δεν «πολλαπλασιάζεται» µε την T · είναι µάλλον κάτι σαν
εντολή για την παραγώγιση αυτής της συνάρτησης. Για να είµαστε ακριβείς, λοιπόν,
θα έπρεπε να πούµε ότι το∇ είναι ένας διανυσµατικός τελεστής που δρα πάνω στην
T , όχι ένα διάνυσµα που την πολλαπλασιάζει.

Και όµως, παρά τα ξεχωριστά αυτά προσόντα που διαθέτει, το ∇ ουσιαστικά µι-
µείται µε κάθε τρόπο τη συµπεριφορά ενός απλού διανύσµατος: σχεδόν οποιαδήποτε
πράξη γίνεται µε τα άλλα διανύσµατα, µπορεί επίσης να γίνει και µε το ∇, αν αντικα-
ταστήσουµε απλώς τη φράση «πολλαπλασιάζει» µε τη φράση «δρα πάνω της». Πρέ-
πει, εποµένως, να πάρετε στα σοβαρά το διανυσµατικό προσωπείο του ∇: πρόκειται
για ένα έξοχο δείγµα απλοποίησης του συµβολισµού, πράγµα που θα αναγκαστείτε να
αναγνωρίσετε αν τύχει να διαβάσετε ποτέ την πρωτότυπη εργασία τουMaxwell για τον
ηλεκτροµαγνητισµό, που γράφτηκε χωρίς ουσιαστικά να χρησιµοποιηθεί το σύµβολο
∇.

Ως γνωστόν, ένα κοινό διάνυσµα A πολλαπλασιάζεται µε τρεις τρόπους:

1. Πολλαπλασιάζεται µε ένα βαθµωτό a: Aa

2. Πολλαπλασιάζεται µε ένα άλλο διάνυσµα B, µέσω του εσωτερικού
γινοµένου A ·B
3. Πολλαπλασιάζεται µε ένα άλλο διάνυσµα, µέσω του εξωτερικού γινο-
µένου A×B
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Κατ’ αντιστοιχία υπάρχουν τρεις τρόποι µε τους οποίους µπορεί να δράσει ο τελεστής
∇:

1. Πάνω σε µια βαθµωτή συνάρτηση T : ∇T (η κλίση)·

2. Πάνω σε µια διανυσµατική συνάρτηση v, µέσω του εσωτερικού γινο-
µένου: ∇ · v (η απόκλιση)·

3. Πάνω σε µια διανυσµατική συνάρτηση v, µέσω του εξωτερικού γινο-
µένου: ∇× v (ο στροβιλισµός).

Ήδη µιλήσαµε για την κλίση. Στις επόµενες παραγράφους εξετάζουµε τα άλλα δύο
είδη διανυσµατικών παραγώγων: την απόκλιση και τον στροβιλισµό.

1.2.4 Η απόκλιση

Από τον ορισµό του ∇ έχουµε

∇ · v =

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)
· (vxx̂+ vyŷ + vz ẑ)

=
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

. (1.40)

Παρατηρήστε ότι η απόκλιση µιας διανυσματικής συνάρτησης είναι ένα βαθμωτό μέ-
γεθος. (∆εν είναι δυνατό να υπάρχει η απόκλιση ενός βαθµωτού: δεν έχει νόηµα.)

Γεωμετρική ερμηνεία: Ορθώς έχει επιλεγεί το όνοµα απόκλιση, διότι το ∇ · v
µας δείχνει κατά πόσο το διάνυσµα v εκπηγάζει (αποκλίνει) από το υπό συζήτηση ση-
µείο. Η διανυσµατική συνάρτηση του Σχ. 1.18(α) έχει µεγάλη (θετική) απόκλιση στο
κέντρο (αν τα βέλη δείχνανε προς τα μέσα, η απόκλιση θα ήταν η ίδια αλλά αρνητική.)
Από την άλλη, η συνάρτηση του Σχ. 1.18(β) έχει µηδέν απόκλιση, ενώ η συνάρτηση
του Σχ. 1.18(γ) έχει πάλι θετική απόκλιση. (Σας παρακαλώ να καταλάβετε ότι οι τιμές
της συνάρτησης v είναι διανύσματα – δηλαδή, σε κάθε σηµείο του χώρου αντιστοιχεί
ένα διαφορετικό διάνυσµα. Στα σχήµατα, βέβαια, το µόνο που µπορώ να κάνω είναι
να σχεδιάσω τα βέλη σε λίγα αντιπροσωπευτικά σηµεία.) Φανταστείτε ότι στέκεστε
στην όχθη µιας µικρής ήρεµης λίµνης. Σκορπίστε λίγο πριονίδι, ή µερικές πευκοβε-
λόνες ή ό,τι έχετε πρόχειρο στην επιφάνεια. Αν το υλικό που σκορπίσατε απλώνεται
προς τα έξω, τότε το έχετε ρίξει σ’ ένα σηµείο µε θετική απόκλιση· αν µαζευτεί τότε
το έχετε ρίξει σ’ ένα σηµείο µε αρνητική απόκλιση. (Σύµφωνα µε το πρότυπο αυτό, η
υπό συζήτηση διανυσµατική συνάρτηση ν δεν είναι παρά η ταχύτητα του νερού στην
επιφάνεια της λίµνης – είναι ένα διδιάστατο παράδειγµα, αλλά βοηθάει να αποκτήσου-
µε µια «αίσθηση» τι σηµατοδοτεί η απόκλιση. Ένα σηµείο θετικής απόκλισης λέγεται
«πηγή» ενώ ένα σηµείο αρνητικής απόκλισης λέγεται «χοάνη»).

Παράδειγµα 1.4

Έστω ότι οι διανυσµατικές συναρτήσεις στο Σχ. 1.18 είναι οι: va = r = x x̂+ y ŷ+ z ẑ,
vb = ẑ, και vc = z ẑ. Υπολογίστε τις αποκλίσεις τους.
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(α) (β)

(γ)

Σχήµα 1.18

Λύση:

∇ · va =
∂

∂x
(x) +

∂

∂y
(y) +

∂

∂z
(z) = 1 + 1 + 1 = 3.

Όπως περιµέναµε, αυτή η διανυσµατική συνάρτηση έχει θετική απόκλιση.

∇ · vb =
∂

∂x
(0) +

∂

∂y
(0) +

∂

∂z
(1) = 0 + 0 + 0 = 0,

επίσης αναµενόµενο.

∇ · vc =
∂

∂x
(0) +

∂

∂y
(0) +

∂

∂z
(z) = 0 + 0 + 1 = 1.
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Πρόβληµα 1.15Υπολογίστε την απόκλιση των παρακάτω διανυσµατικών συναρτήσεων:

(α) va = x2 x̂+ 3xz2 ŷ − 2xz ẑ.

(β) vb = xy x̂+ 2yz ŷ + 3zx ẑ.

(γ) vc = y2 x̂+ (2xy + z2) ŷ + 2yz ẑ.

Πρόβληµα 1.16 Σχεδιάστε τη διανυσµατική συνάρτηση•

v =
r̂

r2
,

και υπολογίστε την απόκλισή της. Ίσως εκπλαγείτε από την απάντηση . . . µπορείτε να την
εξηγήσετε;

Πρόβληµα 1.17∆είξτε ότι στις δύο διαστάσεις η απόκλιση µετασχηµατίζεται σε στροφές!
σαν βαθµωτό µέγεθος. [Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε την (1.29) για να προσδιορίσετε τα
vy και vz, και τη µέθοδο του Προβλήµατος 1.14 για να υπολογίσετε τις παραγώγους.
Πρέπει δηλαδή να δείξετε ότι ∂vy/∂y + ∂vz/∂z = ∂vy/∂y + ∂vz/∂z.]

1.2.5 Ο στροβιλισµός

Από τον ορισµό του ∇ , έχουµε:

∇× v =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
vx vy vz

∣∣∣∣∣∣
= x̂

(
∂vz
∂y
− ∂vy

∂z

)
+ ŷ

(
∂vx
∂z
− ∂vz

∂x

)
+ ẑ

(
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)
. (1.41)

Σηµειώστε ότι ο στροβιλισµός µιας διανυσµατικής συνάρτησης v είναι (όπως όλα τα
εξωτερικά γινόµενα) διάνυσμα. (∆εν είναι δυνατόν να υπάρχει ο στροβιλισµός ενός
βαθµωτού µεγέθους: δεν έχει νόηµα.)

Γεωμετρική ερμηνεία: Ορθώς έχει επιλεγεί το όνοµα στροβιλισμός, διότι το ∇×v
είναι µέτρο του κατά πόσο το διάνυσµα v «στροβιλίζεται» (σχηµατίζει δίνη) γύρω
από κάθε συγκεκριµένο σηµείο. Εποµένως, οι τρεις διανυσµατικές συναρτήσεις στο
Σχ. 1.18 έχουν όλες µηδενικό στροβιλισµό (όπως µπορείτε εύκολα να δείτε και µόνοι
σας), ενώ αντιθέτως ο στροβιλισµός των πεδίων που απεικονίζονται στο Σχ. 1.19 είναι
µεγάλος. Πράγµατι, ο στροβιλισµός αυτός έχει την κατεύθυνση του θετικού άξονα z,
πράγµα σύµφωνο µε τον κανόνα του δεξιού χεριού. Φανταστείτε (ξανά) ότι στέκε-
στε στην όχθη µιας µικρής ήρεµης λίµνης. Τοποθετήστε τώρα έναν µικρό τροχό (που
µπορείτε να φτιάξετε µόνοι σας µε έναν φελλό, καρφώνοντας πάνω του µερικές οδον-
τογλυφίδες που δείχνουν ακτινικά προς τα έξω). Αν αρχίσει να περιστρέφεται, τότε
τον τοποθετήσατε σ’ ένα σηµείο µη µηδενικού στροβιλισμού. Μία δίνη είναι σηµείο
µε µεγάλο στροβιλισµό.
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z

x
(α)

y

x (β)

y

z

Σχήµα 1.19

Παράδειγµα 1.5

Έστω ότι η συνάρτηση του Σχ. 1.19(α) είναι η va = −yx̂+ xŷ, και αυτή του Σχ. 1.19(β)
είναι η vb = xŷ. Υπολογίστε τους στροβιλισµούς τους.

Λύση:

∇× va =

∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
−y x 0

∣∣∣∣∣ = 2ẑ,

και

∇× vb =

∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
0 x 0

∣∣∣∣∣ = ẑ.

Όπως περιµέναµε, οι στροβιλισµοί αυτοί έχουν την κατεύθυνση του θετικού άξονα z.
(Παρεµπιπτόντως, και οι δύο συναρτήσεις έχουν µηδενική απόκλιση, όπως µπορείτε να
δείτε και από τις εικόνες: τίποτα δεν «απλώνεται προς τα έξω» – απλώς «στροβιλίζεται»
γύρω-γύρω.)

Πρόβληµα 1.18 Υπολογίστε τους στροβιλισµούς των τριών διανυσµατικών συναρτήσε-
ων του Προβλήµατος 1.15.

Πρόβληµα 1.19 Βρείτε µία διανυσµατική συνάρτηση που να έχει µηδέν απόκλιση και
στροβιλισµό παντού. (Και µία σταθερά, βεβαίως, είναι αρκετή· προσπαθήστε όµως να
βρείτε κάποια λίγο πιο ενδιαφέρουσα συνάρτηση!)

1.2.6 Κανόνες γινοµένων

Ο υπολογισµός των συνήθων παραγώγων διευκολύνεται από κάποιους γενικούς κανό-
νες, όπως ο κανόνας της πρόσθεσης,

d

dx
(f + g) =

df

dx
+
dg

dx
,
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ο κανόνας του πολλαπλασιασµού µε µία σταθερά,

d

dx
(kf) = k

df

dx
,

ο κανόνας του γινοµένου,
d

dx
(fg) = f

dg

dx
+ g

df

dx
,

και ο κανόνας του πηλίκου,

d

dx

(
f

g

)
=
g
df

dx
− f dg

dx
g2

.

Παρόµοιες σχέσεις ισχύουν για τις διανυσµατικές παραγώγους. Έτσι,

∇(f + g) = ∇f +∇g, ∇ · (A+B) = (∇ ·A) + (∇ ·B),

∇× (A+B) = (∇×A) + (∇×B),

και

∇(kf) = k∇f, ∇ · (kA) = k(∇ ·A), ∇× (kA) = k(∇ ×A),

όπως µπορείτε να δείτε και µόνοι σας. Οι κανόνες όµως των γινοµένων δεν είναι τόσο
απλοί. Υπάρχουν δύο τρόποι να κατασκευαστεί ένα βαθµωτό µέγεθος ως γινόµενο
δύο συναρτήσεων:

fg (γινόµενο δύο βαθµωτών συναρτήσεων),
A ·B (εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµατικών συναρτήσεων),

και δύο τρόποι µε τους οποίους µπορεί να παραχθεί ένα διάνυσµα

fA (βαθµωτό επί διάνυσµα),
A×B (εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων).

Υπάρχουν, κατ’ αντιστοιχία, έξι κανόνες γινοµένων. ∆ύο για κλίσεις:

(i) ∇(fg) = f∇g + g∇f,

(ii) ∇(A ·B) = A× (∇×B) +B× (∇×A) + (A ·∇)B+ (B ·∇)A,

δύο για αποκλίσεις

(iii) ∇ · (fA) = f(∇ ·A) +A · (∇f),

(iv) ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B),
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και δύο για στροβιλισµούς

(v) ∇× (fA) = f(∇×A)−A× (∇f),

(vi) ∇× (A×B) = (B ·∇)A− (A ·∇)B+A(∇ ·B)−B(∇ ·A).

Επειδή θα χρειάζεται να ανατρέχετε συχνά στους κανόνες αυτούς, τους έβαλα αµέσως
µετά το µπροστινό εξώφυλλο για να µπορείτε να τους βρίσκετε εύκολα. Οι αποδείξεις
προκύπτουν άµεσα χρησιµοποιώντας τους κανόνες γινοµένου των συνήθων παραγώ-
γων. Για παράδειγµα,

∇ · (fA) =
∂

∂x
(fAx) +

∂

∂y
(fAy) +

∂

∂z
(fAz)

=

(
∂f

∂x
Ax + f

∂Ax

∂x

)
+

(
∂f

∂y
Ay + f

∂Ay

∂y

)
+

(
∂f

∂z
Az + f

∂Az

∂z

)
= (∇f) ·A+ f(∇ ·A).

Υπάρχουν, επίσης, τρεις κανόνες πηλίκων

∇
(
f

g

)
=

g∇f − f∇g

g2
,

∇ ·
(
A

g

)
=

g(∇ ·A)−A · (∇g)

g2
,

∇×
(
A

g

)
=

g(∇×A) +A× (∇g)

g2
.

Από τη στιγµή όµως που οι κανόνες αυτοί θυµίζουν έντονα τον αντίστοιχο κανόνα των
συνήθων παραγώγων, δεν θεώρησα απαραίτητο να τους συµπεριλάβω στο εσωτερικό
του µπροστινού εξωφύλλου.

Πρόβληµα 1.20 Αποδείξτε τους κανόνες γινοµένων (i), (iv), και (v).

Πρόβληµα 1.21

(α) Αν οι A και B είναι δύο διανυσµατικές συναρτήσεις, τι νόηµα έχει η έκφραση
(A · ∇)B; (Ποιες είναι, δηλαδή, οι x, y, και z συνιστώσες της συναρτήσει των καρ-
τεσιανών συνιστωσών των A, B, και ∇;)

(β) Υπολογίστε το (r̂ ·∇)r̂, όπου r̂ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα το οποίο ορίστηκε στην
Εξ. (1.21).

(γ) Για τις συναρτήσεις του Προβλήµατος 1.15 υπολογίστε το (va ·∇)vb.

Πρόβληµα 1.22 (Για µαζοχιστές(-τριες) µόνο.) Αποδείξτε τους κανόνες γινοµένου (ii)
και (vi). Αναζητήστε τον ορισµό του γινοµένου (A ·∇)B στο Πρόβληµα 1.21.
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Πρόβληµα 1.23 Επαληθεύστε τους κανόνες των πηλίκων.

Πρόβληµα 1.24

(α) Επαληθεύστε τον κανόνα γινοµένου (iv) (υπολογίζοντας κάθε µέλος χωριστά) για τις
συναρτήσεις

A = x x̂+ 2y ŷ + 3z ẑ, B = 3y x̂− 2x ŷ.

(β) Κάντε το ίδιο για τον κανόνα γινοµένου (ii).

(γ) Το ίδιο για τον κανόνα (vi).

1.2.7 ∆εύτερες παράγωγοι

Όλες οι πρώτες παράγωγοι που µπορούµε να σχηµατίσουµε µε το ∇ είναι η κλίση, η
απόκλιση και ο στροβιλισµός· δρώντας µε το∇ δύοφορές µπορούµε να σχηµατίσουµε
πέντε είδη δεύτερων παραγώγων. Αφού η κλίση ∇T είναι διάνυσμα, µπορούµε να
βρούµε την απόκλιση και τον στροβιλισμό της. Έχουµε λοιπόν

(1) Την απόκλιση της κλίσης: ∇ · (∇T ).

(2) Τον στροβιλισµό της κλίσης: ∇× (∇T ).

Επειδή η απόκλιση ∇ · v είναι µέγεθος βαθμωτό, το µόνο που µπορούµε είναι να
βρούµε την κλίση της. Εποµένως:

(3) Κλίση της απόκλισης: ∇(∇ · v).
Ο στροβιλισµός ∇ × v είναι διάνυσμα, άρα µπορούµε να βρούµε την απόκλιση και
τον στροβιλισμό του:

(4) Απόκλιση του στροβιλισµού: ∇ · (∇× v).

(5) Στροβιλισµός του στροβιλισµού: ∇× (∇× v).

Τα πέντε αυτά είδη δεύτερης παραγώγου εξαντλούν τις δυνατότητες και, στην
πραγµατικότητα, δεν προσφέρουν όλα τους κάτι καινούριο. Ας τα εξετάσουµε λε-
πτοµερώς ένα-ένα:

(1) ∇ · (∇T ) =

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)
·
(
∂T

∂x
x̂+

∂T

∂y
ŷ +

∂T

∂z
ẑ

)

=
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
. (1.42)

Το αποτέλεσµα, που συντοµότερα το γράφουµε∇2T , ονοµάζεταιΛαπλασιανή του T ·
θα το εξετάσουµε λεπτοµερώς παρακάτω. Σηµειώστε ότι η Λαπλασιανή ενός βαθμω-
τού µεγέθους είναι επίσης βαθμωτό µέγεθος. Συχνά, εν τούτοις, θα γίνεται λόγος και
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για τη Λαπλασιανή ενός διανύσματος ∇2v. Με αυτό θα εννοούµε µια διανυσματική
ποσότητα που η x συνιστώσα της είναι η Λαπλασιανή της vx, κ.λπ.:3

∇2v ≡ (∇2vx)x̂+ (∇2vy)ŷ + (∇2vz)ẑ. (1.43)

Αυτό είναι απλώς µια χρήσιµη επέκταση της σηµασίας του συµβόλου ∇2.
(2) Ο στροβιλισµός της κλίσης είναι πάντα μηδέν:

∇× (∇T ) = 0. (1.44)

Το σηµαντικό αυτό αποτέλεσµα θα το χρησιµοποιήσουµε πολλές φορές· είναι άµε-
ση συνέπεια του ορισµού του ∇, όπως µπορείτε εύκολα να δείτε (Εξίσωση (1.39)).
Προσοχή όμως: ίσως σκεφθείτε ότι η Εξίσωση (1.44) είναι εντελώς «προφανής» –
δεν ισούται άραγε µε (∇ ×∇)T , και δεν είναι πάντα µηδέν το εξωτερικό γινόµενο
οποιουδήποτε διανύσµατος (στην προκειµένη περίπτωση του ∇) µε τον εαυτό του;
Ο συλλογισµός αυτός, όµως, είναι απλώς υποδεικτικός και όχι αποδεικτικός, αφού το
∇ είναι ένας τελεστής και δεν «πολλαπλασιάζεται» µε τον συνήθη τρόπο. Η (1.44)
απορρέει ουσιαστικά από την ισότητα των µεικτών παραγώγων:

∂

∂x

(
∂T

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂T

∂x

)
. (1.45)

Αν νοµίζετε ότι όλα αυτά που αναφέρω δεν είναι απαραίτητα, σκεφθείτε το διάνυσµα

(∇T )× (∇S).

Είναι άραγε πάντα µηδέν; (Θα ήταν, βεβαίως, αν και το ∇ ήταν ένα συνηθισµένο
διάνυσµα).

(3) Το ∇(∇ · v), για κάποιους λόγους, το συναντάµε σπάνια σε φυσικές εφαρµο-
γές και δεν του έχει δοθεί κάποιο ειδικό όνοµα – είναι απλώς η κλίση της απόκλισης.
Παρατηρήστε ότι το ∇(∇ · v) δεν είναι το ίδιο µε τη Λαπλασιανή ενός διανύσµατος:
∇2v = (∇ ·∇)v �= ∇(∇ · v).

(4) Η απόκλιση του στροβιλισµού, όπως ο στροβιλισµός της κλίσης, είναι πάντα
µηδέν:

∇ · (∇× v) = 0. (1.46)

Μπορείτε να το αποδείξετε µόνοι σας. (Υπάρχει πάλι µία γρήγορη αλλά «ψεύτικη»
απόδειξη, που χρησιµοποιεί τη διανυσµατική ταυτότηταA · (B×C) = (A×B) ·C.)

(5) Από τον ορισµό του ∇ µπορείτε να ελέγξετε ότι:

∇× (∇× v) = ∇(∇ · v)−∇2v. (1.47)

Εποµένως, ο στροβιλισµός του στροβιλισµού δεν µας δίνει τίποτα καινούριο· ο πρώ-
τος όρος είναι απλώς η παράγωγος αριθµός 3 και ο δεύτερος η Λαπλασιανή (ενός
διανύσµατος). (Η (1.47) χρησιµοποιείται συχνά για να δοθεί ένας γενικός ορισμός της

3Σε καµπυλόγραµµες συντεταγµένες, όπου τα µοναδιαία διανύσµατα εξαρτώνται από τη θέση, πρέπει
να παραγωγίζονται και αυτά (δείτε την Παράγραφο 1.4.1).
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Λαπλασιανής ενός διανύσµατος, επειδή η (1.43) ισχύει µόνο στις Καρτεσιανές συντε-
ταγµένες.)

Άρα, δύο µόνο είδη δεύτερης παραγώγου υπάρχουν: η Λαπλασιανή (που είναι
θεµελιώδους σηµασίας) και η κλίση της απόκλισης (που συναντάται σπανίως). Ακο-
λουθώντας την ίδια τυπική διαδικασία, µπορούµε να διερευνήσουµε τις τρίτες παρα-
γώγους, αλλά, ευτυχώς, οι δεύτερες παράγωγοι είναι πρακτικά επαρκείς για όλα τα
φυσικά προβλήµατα.

Και ένα τελευταίο σχόλιο για τον διανυσµατικό λογισµό. Απορρέει, στο σύνολό
του, από τον τελεστή ∇, και από το ότι παίρνουµε σοβαρά υπ’ όψη τον διανυσµατικό
του χαρακτήρα. Ακόµα και μόνο τον ορισµό του ∇ αν θυµόσασταν, θα ήσασταν
ικανοί, θεωρητικά, να αναπαράγετε όλα τα υπόλοιπα.

Πρόβληµα 1.25 Υπολογίστε τη Λαπλασιανή των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) Ta = x2 + 2xy + 3z + 4.

(β) Tb = sin x sin y sin z.

(γ) Tc = e−5x sin 4y cos 3z.

(δ) v = x2 x̂+ 3xz2 ŷ− 2xz ẑ.

Πρόβληµα 1.26 Αποδείξτε ότι η απόκλιση του στροβιλισµού ισούται µε µηδέν. Ελέγξτε
το αυτό για τη συνάρτηση va του Προβλήµατος 1.15.

Πρόβληµα 1.27 Αποδείξτε ότι ο στροβιλισµός της κλίσης ισούται µε µηδέν. Ελέγξτε το
αυτό για τη συνάρτηση (β) του Προβλήµατος 1.11.

1.3 Ολοκληρωτικός λογισµός

1.3.1 Επικαµπύλια, επιφανειακά, και χωρικά ολοκληρώµατα

Στην ηλεκτροδυναµική συναντάµε διάφορα είδη ολοκληρωµάτων, µεταξύ των οποίων
τα σηµαντικότερα είναι τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα, τα επιφανειακά ολοκλη-
ρώµατα (ή αλλιώς ροής), και τα ολοκληρώµατα όγκου.

(α) Επικαµπύλια ολοκληρώµατα. Ένα επικαµπύλιο ολοκλήρωµα γράφεται µε
την παρακάτω µορφή

∫ b

aP
v · dl, (1.48)

όπου v είναι µια διανυσµατική συνάρτηση, dl είναι το διάνυσµα της απειροστής µε-
τατόπισης (1.22), και η ολοκλήρωση γίνεται κατά µήκος µιας προκαθορισµένης καµ-
πύλης P από το σηµείο a µέχρι το σηµείο b (Σχ. 1.20). Αν η εν λόγω καµπύλη είναι
κλειστή (δηλαδή, αν b = a), βάζουµε ένα κυκλάκι στο σύµβολο του ολοκληρώµατος:∮

v · dl. (1.49)
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1
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(2)

(1)(i)

(ii)

b

a

Σχήµα 1.21

Σε κάθε σηµείο της καµπύλης παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της v (που υπολογίζε-
ται σε αυτό το σηµείο) επί την µετατόπιση dl µέχρι το επόµενο σηµείο της καµπύλης.
Για έναν φυσικό, το πιο γνωστό παράδειγµα επικαµπύλιου ολοκληρώµατος είναι το
έργο που παράγει µια δύναµη F: W =

∫
F · dl.

Συνήθως η τιµή ενός επικαµπύλιου ολοκληρώµατος εξαρτάται καίρια από τη συγ-
κεκριµένη καµπύλη µεταξύ των σηµείων a και b, αλλά υπάρχει µια ειδική κατηγορία
διανυσµατικών συναρτήσεων για τις οποίες η τιµή του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος
είναι ανεξάρτητη της καµπύλης και καθορίζεται πλήρως από τα άκρα. Σε εύθετο χρό-
νο θα περιγράψουµε την ειδική αυτή κατηγορία διανυσµατικών πεδίων. (Μια δύναμη
που χαρακτηρίζεται από αυτήν την ιδιότητα λέγεται διατηρητική.)

Παράδειγµα 1.6

Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της συνάρτησης v = y2 x̂ + 2x(y + 1) ŷ από
το σηµείο a = (1, 1, 0) µέχρι το σηµείο b = (2, 2, 0), κατά µήκος των διαδροµών (1) και
(2) του Σχ. 1.21. Πόσο είναι το

∮
v · dl για τον βρόχο που ξεκινά από το a, φτάνει στο b

κατά µήκος της (1), και επιστρέφει στο a κατά µήκος της (2);

Λύση: Όπως πάντα, dl = dx x̂ + dy ŷ + dz ẑ. Η διαδροµή (1) αποτελείται από δύο
τµήµατα. Κατά µήκος του «οριζόντιου» τµήµατος έχουµε dy = dz = 0, εποµένως

(i) dl = dx x̂, y = 1, v · dl = y2 dx = dx, οπότε
∫
v · dl =

∫ 2

1
dx = 1.

Στο «κατακόρυφο» τµήµα έχουµε dx = dz = 0, συνεπώς

(ii) dl = dy ŷ, x = 2, v · dl = 2x(y + 1) dy = 4(y + 1) dy, οπότε∫
v · dl = 4

∫ 2

1
(y + 1) dy = 10.

Για τη διαδροµή (1) έχουµε ∫ b

a

v · dl = 1 + 10 = 11.

Εν τω µεταξύ, στη διαδροµή (2) ισχύει x = y, dx = dy, και dz = 0, οπότε

dl = dx x̂+ dy ŷ, v · dl = x2 dx+ 2x(x+ 1) dx = (3x2 + 2x) dx,
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εποµένως ∫ b

a

v · dl =
∫ 2

1

(3x2 + 2x) dx = (x3 + x2)
∣∣2
1
= 10.

(Στρατηγική µας είναι να τα εκφράσουµε όλα ως προς µία µεταβλητή· εξίσου καλά θα
µπορούσαµε, απαλείφοντας το x, να τα εκφράσουµε όλα ως προς το y.)

Για τον βρόχο που ακολουθεί αρχικά την (1) και επιστρέφει µέσω της (2), έχουµε∮
v · dl = 11− 10 = 1.

(β) Επιφανειακά Ολοκληρώµατα. Ένα επιφανειακό ολοκλήρωµα γράφεται µε
την παρακάτω µορφή ∫

S
v · da, (1.50)

όπου v είναι πάλι κάποια διανυσµατική συνάρτηση, και da είναι το στοιχειώδες εµβα-
δόν, µε κατεύθυνση κάθετη στην επιφάνεια (Σχ. 1.22). Υπάρχουν, βέβαια, δύο κάθετες
κατευθύνσεις σε κάθε επιφάνεια, οπότε το πρόσημο ενός επιφανειακού ολοκληρώµα-
τος έχει µια εγγενή απροσδιοριστία. Αν η επιφάνεια είναι κλειστή (σχηµατίζοντας ένα
«µπαλόνι»), όπου πάλι βάζουµε ένα κυκλάκι στο σύµβολο του ολοκληρώµατος∮

v · da,

τότε κατά σύµβαση η «προς τα έξω» κατεύθυνση είναι θετική, ενώ για ανοιχτές επι-
φάνειες καθορίζεται αυθαίρετα. Αν το v περιγράφει τη ροή ενός ρευστού (διερχόµενη
µάζα ανά µονάδα επιφάνειας ανά µονάδα χρόνου), τότε το

∫
v · da αναπαριστά τη

συνολική µάζα ανά µονάδα χρόνου που διαπερνά την επιφάνεια – εξ ου και ο εναλλα-
κτικός όρος, «ροή».

Συνήθως η τιµή ενός επιφανειακού ολοκληρώµατος εξαρτάται από τη συγκεκρι-
µένη επιφάνεια που επιλέγουµε, αλλά υπάρχει µια ειδική κατηγορία διανυσµατικών
συναρτήσεων για τις οποίες η τιµή είναι ανεξάρτητη της επιφάνειας, και καθορίζεται
εξ ολοκλήρου από το σύνορό της. Σύντοµα θα είµαστε σε θέση να χαρακτηρίσουµε
την ειδική αυτή κατηγορία.

Παράδειγµα 1.7

Υπολογίστε το επιφανειακό ολοκλήρωµα της v = 2xz x̂+ (x+2) ŷ+ y(z2 − 3) ẑ πάνω
στις πέντε πλευρές (εκτός από την κάτω) του κυβικού κουτιού (πλευράς 2) στο Σχ. 1.23.
Έστω ότι η «προς τα πάνω και προς τα έξω» κατεύθυνση είναι η θετική, όπως δείχνουν
τα βέλη.

Λύση: Αν πάρουµε µία µία τις πλευρές έχουµε:

(i) x = 2, da = dy dz x̂, v · da = 2xz dy dz = 4z dy dz, άρα∫
v · da = 4

∫ 2

0

dy

∫ 2

0

z dz = 16.
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(ii) x = 0, da = −dy dz x̂, v · da = −2xz dy dz = 0, άρα∫
v · da = 0.

(iii) y = 2, da = dx dz ŷ, v · da = (x+ 2) dx dz, άρα∫
v · da =

∫ 2

0

(x+ 2) dx

∫ 2

0

dz = 12.

(iv) y = 0, da = −dx dz ŷ, v · da = −(x+ 2) dx dz, άρα∫
v · da = −

∫ 2

0

(x+ 2) dx

∫ 2

0

dz = −12.

(v) z = 2, da = dx dy ẑ, v · da = y(z2 − 3) dx dy = y dx dy, άρα∫
v · da =

∫ 2

0

dx

∫ 2

0

y dy = 4.

Προφανώς η συνολική ροή είναι∫
επιφάνεια

v · da = 16 + 0 + 12− 12 + 4 = 20.

(γ) Ολοκληρώµατα όγκου. Ένα ολοκλήρωµα όγκου γράφεται µε την παρακάτω
µορφή ∫

V
T dτ, (1.51)

όπου T είναι µια βαθµωτή συνάρτηση και dτ είναι ο στοιχειώδης όγκος. Σε καρτεσια-
νές συντεταγµένες

dτ = dx dy dz. (1.52)

Για παράδειγµα, αν T είναι η πυκνότητα µιας ουσίας (η οποία µπορεί να µεταβάλλεται
από σηµείο σε σηµείο), τότε το ολοκλήρωµα όγκου θα αντιστοιχεί στη συνολική µάζα
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x

y

z

1
1

3

Σχήµα 1.24

της ουσίας. Ενίοτε θα συναντούµε ολοκληρώµατα όγκου διανυσματικών συναρτήσε-
ων:∫

v dτ =

∫
(vx x̂+ vy ŷ + vz ẑ)dτ = x̂

∫
vxdτ + ŷ

∫
vydτ + ẑ

∫
vzdτ. (1.53)

Τα µοναδιαία διανύσµατα, όντας σταθερά, βγαίνουν έξω από το ολοκλήρωµα.

Παράδειγµα 1.8

Υπολογίστε το ολοκλήρωµα όγκου της T = xyz2 για το πρίσµα του Σχ. 1.24.

Λύση: Τα τρία ολοκληρώµατα µπορούν να υπολογιστούν µε οποιαδήποτε σειρά. Ας
δούµε πρώτα το x: πηγαίνει από το 0 ώς το (1 − y)· µετά το y (πάει από το 0 ώς το 1)·
και τέλος το z (πάει από το 0 ώς το 3):∫

T dτ =

∫ 3

0

z2
{∫ 1

0

y

[∫ 1−y

0

x dx

]
dy

}
dz =

1

2

∫ 3

0

z2 dz

∫ 1

0

(1− y)2y dy = 1
2
(9)( 1

12
) = 3

8
.

Πρόβληµα 1.28 Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της διανυσµατικής συνάρτη-
σης v = x2 x̂ + 2yz ŷ + y2 ẑ από την αρχή των αξόνων µέχρι το σηµείο (1,1,1) µέσω
τριών διαφορετικών διαδροµών:

(α) (0, 0, 0) → (1, 0, 0) → (1, 1, 0) → (1, 1, 1).

(β) (0, 0, 0) → (0, 0, 1) → (0, 1, 1) → (1, 1, 1).

(γ) Μέσω ευθείας γραµµής.

(δ) Πόσο είναι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα επάνω στην κλειστή καµπύλη που ακολουθεί
αρχικά τη διαδροµή (α) και επιστρέφει κατά µήκος της (β);

Πρόβληµα 1.29 Υπολογίστε το επιφανειακό ολοκλήρωµα της συνάρτησης του Παρα-
δείγµατος 1.7, πάνω στη βάση του κουτιού. Για λόγους συνέπειας, θεωρήστε την «προς
τα πάνω» κατεύθυνση θετική. Το επιφανειακό ολοκλήρωµα για αυτή την συνάρτηση
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εξαρτάται µόνο από το σύνορο; Ποια είναι η συνολική ροή διαµέσου της κλειστής επι-
φάνειας του κουτιού (συμπεριλαμβανομένης της βάσης); [Σημείωση: Για την κλειστή
επιφάνεια η θετική κατεύθυνση είναι η «προς τα έξω», και συνεπώς η «προς τα κάτω»
για την κάτω πλευρά.]

Πρόβληµα 1.30 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα όγκου της συνάρτησης T = z2 στο τετρά-
εδρο µε γωνίες τα σηµεία (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), και (0,0,1).

1.3.2 Το θεµελιώδες θεώρηµα της ανάλυσης

Υποθέστε ότι η f(x) είναι συνάρτηση µιας µεταβλητής. Το θεµελιώδες θεώρηµα της
ανάλυσης λέει ότι: ∫ b

a

df

dx
dx = f(b)− f(a). (1.54)

Αν δυσκολεύεστε να αναγνωρίσετε αυτή την εξίσωση, ας τη γράψουµε αλλιώς:

∫ b

a

F (x) dx = f(b)− f(a),

όπου df/dx = F (x). Το θεµελιώδες θεώρηµα σας λέει πώς να ολοκληρώσετε την
F (x): πρέπει να βρείτε µια συνάρτηση f(x) που η πρώτη της παράγωγος ισούται µε
την F .

Γεωμετρική Ερμηνεία: Σύµφωνα µε την Εξ. (1.33), το df = (df/dx)dx είναι η
απειροστή µεταβολή της f όταν πηγαίνετε από το (x) στο (x + dx). Το θεµελιώδες
θεώρηµα (1.54) λέει ότι αν τεµαχίσετε το διάστηµα από το a στο b (Σχ. 1.25) σε πολλά
µικρά τµήµατα dx και προσθέσετε τις µεταβολές df από κάθε µικρό τµήµα, το αποτέ-
λεσµα (όχι απρόσµενα) θα ισούται µε τη συνολική µεταβολή της f : f(b)− f(a). Με
άλλα λόγια, δύο είναι οι τρόποι για να βρείτε τη συνολική µεταβολή µιας συνάρτη-
σης: είτε αφαιρώντας τις τιµές της στα άκρα, είτε βήµα-βήµα, προσθέτοντας όλες τις
µικρές µεταβολές καθώς προχωράτε. Όποιο τρόπο και αν προτιµήσετε, η απάντηση
είναι ίδια.

Παρατηρήστε τη δοµή του θεµελιώδους θεωρήµατος: Το ολοκλήρωμα μιας παρα-
γώγου σε κάποιο διάστημα υπολογίζεται από τις τιμές της συναρτήσεως στα άκρα (ή
σύνορα) του διαστήματος. Στον διανυσµατικό λογισµό υπάρχουν τρία είδη παραγώ-
γων (κλίση, απόκλιση και στροβιλισµός) και το καθένα έχει το δικό του «θεµελιώδες
θεώρηµα» µε την ίδια ουσιαστικά διατύπωση. ∆εν σκοπεύω να τα αποδείξω εδώ αυτά
τα θεωρήµατα· θα προσπαθήσω να εξηγήσω το νόημά τους, καθιστώντας τα έτσι πιο
ευλογοφανή. Οι αποδείξεις δίνονται στο Παράρτηµα Α.

1.3.3 Το θεµελιώδες θεώρηµα για τις κλίσεις

Υποθέστε ότι έχουµε µία βαθµωτή συνάρτηση τριών µεταβλητών T (x, y, z). Ξεκι-
νώντας από το σηµείο a µετακινούµαστε κατά µία µικρή απόσταση dl1 (Σχ. 1.26).




