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ΜΙΑ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΗΣ ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Εισαγωγή: Η αναγκαιότητα του κβαντικού υπολογιστή
Με τούτο το κεφάλαιο εισερχόµαστε πλέον στην περιοχή του αγνώστου. Εκεί όπου
όλα µπορούν να συµβούν: από µια µεγάλη τεχνολογική και επιστηµονική επανά-
σταση έως. . . τίποτα: ή σχεδόν. ∆ιότι στην επιστήµη ακόµα και η αρνητική έκβαση
ενός µεγάλου εγχειρήµατος είναι πάντα πλούσια σε ανακαλύψεις αν και όχι πάντα
εκείνες που επιδιώκαµε. Το θέµα µας είναι οι κβαντικοί υπολογιστές: Οι υπολογι-
στές στους οποίους η βασική µονάδα εγγραφής και επεξεργασίας της πληροφορίας
στο δυαδικό σύστηµα –µε τα γνωστά δύο ψηφία 0 και 1– δεν είναι πλέον ένα κλα-
σικό αντικείµενο, π.χ. µια µαγνητική ψηφίδα µνήµης, αλλά ένα κβαντικό σύστηµα.
Παραδείγµατος χάριν ένα άτοµο υδρογόνου στη θεµελιώδη του κατάσταση, όπου
τοµηδέν αντιπροσωπεύεται από την ηλεκτρονιακή κατάστασηµε σπιν πάνω και το
ένα από την κατάσταση µε σπιν κάτω. Για προφανείς λόγους θα συµβολίζουµε την
πρώτη κατάσταση (σπιν πάνω) µε το διάνυσµα ket |0〉 και τη δεύτερη (σπιν κάτω)
µε το διάνυσµα |1〉. Όµως ακριβώς επειδή το άτοµο –και ειδικότερα το ηλεκτρό-
νιό του– είναι ένα κβαντικό σύστηµα, εκτός από τις παραπάνω δύο καταστάσεις,
|0〉 και |1〉, θα είναι επίσης µια πραγµατοποιήσιµη κατάσταση και κάθε γραµµικός
τους συνδυασµός της µορφής

|ψ〉 = α|0〉 + β|1〉
µε |α|2 + |β|2 = 1 για τους γνωστούς λόγους. Και είναι φανερό ότι εδώ ακριβώς
βρίσκεται η πηγή της θεµελιώδους διαφοράς µεταξύ ενός κλασικού και ενός κβαν-
τικού υπολογιστή. Ότι στη δεύτερη περίπτωση η βασική µονάδα µνήµης µπορεί
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να βρίσκεται όχι µόνο στις καταστάσεις 0 και 1 αλλά και σε κάθε δυνατή επαλ-
ληλία τους. Το τι εκπληκτικές νέες δυνατότητες ενυπάρχουν σε αυτό το βασικό
γεγονός θα το δούµε σύντοµα. Προς το παρόν –στο πλαίσιο τούτης της σύντοµης
εισαγωγής– θα εξετάσουµε απλώς τους κύριους λόγους που κάνουν τον ερχοµό
του κβαντικού υπολογιστή, κατά πολλούς, αναπόφευκτο. Ο ένας λόγος είναι πολύ
πρακτικός: Έχει να κάνει µε τον λεγόµενο νόµο του Moore: Την εµπειρική δια-
πίστωση ότι περίπου κάθε δύο χρόνια η χωρητικότητα της µνήµης των κλασικών
υπολογιστών διπλασιάζεται. Έτσι, µε έναν τέτοιο ρυθµό σµίκρυνσης της βασικής
µονάδας µνήµης, είναι θέµα χρόνου –το πολύ δύο δεκαετίες λένε οι ειδικοί– που
η µονάδα αυτή θα αποκτήσει ατοµικές διαστάσεις. Οπότε, βεβαίως, η εφαρµογή
των κβαντικών νόµων –για το καλό ή για το κακό(!)– θα είναι αναγκαστική.

Έναν πιο θεµελιώδη λόγο για την αναγκαιότητα των κβαντικών υπολογιστών
παρουσίασε ο Richard Feynman το 1982.(∗) Το επιχείρηµα του Feynman είναι
πράγµατι πολύ θεµελιώδες. Η βασική του ιδέα είναι η εξής: Ότι η υπολογιστική
πολυπλοκότητα των κβαντικών συστηµάτων –µετρηµένη σε αριθµό αναγκαίων
πράξεων για την επίλυσή τους– είναι τόσο πολύ µεγαλύτερη (στην πραγµατικότη-
τα εκθετικά µεγαλύτερη) από τα αντίστοιχα κλασικά συστήµατα, ώστε µπορεί να
αντιµετωπιστεί µόνο µε έναν υπολογιστή που θα είναι κι αυτός ένα κβαντικό σύ-
στηµα. ∆ηλαδή έναν κβαντικό υπολογιστή. Η δικαιολόγηση αυτού του ισχυρισµού
είναι πολύ απλή. Ο υπολογισµός ενός κλασικού συστήµατος συνίσταται στην επί-
λυση ενός (µη γραµµικού εν γένει) συστήµατος διαφορικών εξισώσεων δευτέρας
τάξεως πλήθους 3N , όπου N ο αριθµός των σωµατιδίων του συστήµατος, ενώ,
βέβαια, το 3 αντιστοιχεί στον αριθµό των συντεταγµένων x, y και z που απαιτούν-
ται για τον προσδιορισµό της θέσης του καθενός. Η υπολογιστική πολυπλοκότη-
τα του συστήµατος –για τη δεδοµένη ακρίβεια που επιδιώκουµε– θα αυξάνεται
λοιπόν ανάλογα µε το µέγεθός του, δηλαδή τον αριθµό των σωµατιδίων του. (Αν
και η µη γραµµικότητα των εξισώσεων –και η αναµενόµενη εµφάνιση χαοτικής
συµπεριφοράς– αυξάνουν σηµαντικά αυτή την εκτίµηση.)

Κοιτάξτε τώρα πόσο διαφορετική είναι η κατάσταση σε ένα κβαντικό σύστηµα
µε τον ίδιο αριθµό σωµατιδίων· δηλαδή N . Κατ’ αρχάς, έστω και µε ένα µόνο σω-
µατίδιο, το πρόβληµα που έχουµε να λύσουµε –παραδείγµατος χάριν ο υπολογι-
σµός των ενεργειακών ιδιοτιµών του σωµατιδίου µέσα στο δεδοµένο δυναµικό–
είναι πολύ απαιτητικό σε υπολογιστικό χρόνο, παρότι γραµµικό. Θα πρέπει να
διαγωνιοποιήσουµε µια µήτρα –ας πούµε τη χαµιλτονιανή µήτρα H– που είναι
θεωρητικά απειροδιάστατη, αφού τόση είναι και η διάσταση του σχετικού χώρου
Hilbert. Στην πράξη γινόµαστε, βεβαίως, πιο «ολιγαρκείς» και προσεγγίζουµε τον
απειροδιάστατο αυτό χώρο µε έναν πεπερασµένης διάστασης, ας πούµε ίσης µε

(∗) R.P. Feynman, Simulating Physics with computers, Int. J. Theor. Phys., 21:467, 1982.
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d, όπου το d –δηλαδή ο αριθµός των βασικών διανυσµάτων– µπορεί να αυξη-
θεί όσο θέλουµε (ή όσο µπορούµε!) ανάλογα µε την επιδιωκόµενη ακρίβεια. Αν
τώρα έχουµε δυο σωµατίδια –ας τα πούµε 1 και 2– τότε ο χώρος Hilbert των
δυνατών καταστάσεών τους θα είναι (δείτε Κεφ. 4, § 4) το τανυστικό γινόµενο
H1 ⊗ H2 των χώρων Hilbert του καθενός και η διάστασή του θα είναι ίση µε
d2 αν κάνουµε την ίδια προσέγγιση και στους δύο επιµέρους χώρους: Τους θεω-
ρήσουµε δηλαδή και τους δύο ως χώρους πεπερασµένης διάστασης ίσης µε d. Και
η γενίκευση για N σωµατίδια είναι προφανής. Τώρα ο σχετικός χώρος Hilbert
H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗HN έχει διάσταση D = dN και αντίστοιχα για τις κβαντο-
µηχανικές µήτρες –όπως η χαµιλτονιανή– που αντιπροσωπεύουν τα φυσικά µε-
γέθη του συστήµατος. Η διάστασή τους θα είναι D × D = dN × dN . Ένα απλό
παράδειγµα θα µας βοηθήσει να καταλάβουµε σε τι περιπέτεια έχουµε. . . µπλέξει.
Έστω ότι d = 10 και N = 100. Ότι δηλαδή έχουµε ένα σύστηµα εκατό σωµατιδί-
ων –περίπου ο αριθµός ηλεκτρονίων ενός µικρού µορίου από ελαφρά στοιχεία–
και ότι έχουµε προσεγγίσει τον χώρο Hilbert του καθενός µε έναν χώρο µόνο δέκα
διαστάσεων. (Μια πολύ χονδροειδής προσέγγιση βεβαίως.) Και όµως, αν θέλαµε
να υπολογίσουµε τις ενεργειακές ιδιοτιµές αυτού του συστήµατος από πρώτες αρ-
χές –δηλαδή χωρίς τις συνήθεις προσεγγίσεις της µοριακής φυσικής– θα έπρεπε
να διαγωνιοποιήσουµε µια χαµιλτονιανή µήτρα διαστάσεων 10100×10100! Όταν ο
αριθµός των σωµατιδίων όλου του ορατού σύµπαντος είναι «µόνο» 1080! Το συµ-
πέρασµα είναι προφανές. Επειδή η υπολογιστική πολυπλοκότητα των κβαντικών
συστηµάτων αυξάνεται εκθετικά συναρτήσει του αριθµού των σωµατιδίων τους –
έναντι µόνο µιας γραµµικής αύξησης για τα κλασικά συστήµατα (dN έναντι 3N )–
η επίλυσή τους από πρώτες αρχές (πλην ελαχίστων εξαιρέσεων) είναι ένα ανέφικτο
πρόβληµα. Απλούστατα δεν γίνεται. ∆εν γίνεται σε έναν κλασικό υπολογιστή είναι,
βέβαια, η σωστή διατύπωση. Αλλά γιατί να γίνεται σε έναν κβαντικό υπολογιστή,
οτιδήποτε κι αν σηµαίνει αυτό; Για έναν λόγο πολύ απλό όσο και θεµελιώδη. Αφού
ο κβαντικός κόσµος υπάρχει, σηµαίνει ότι µάλλον τα. . . καταφέρνει να λύνει τις
εξισώσεις του! Πώς τις λύνει; Απλώς υπάρχοντας! Κατά κάποιον τρόπο η ίδια η
ύπαρξη ενός κβαντικού συστήµατος –όπως, βέβαια, και ενός κλασικού– είναι µια
έµπρακτη επίλυση των σχετικών εξισώσεων. Απλώς έχουµε κάποια δυσκολία να
«διαβάσουµε» τη λύση επειδή το «πράγµα» δεν φτιάχτηκε γι’ αυτόν ακριβώς το
σκοπό. (Αν και. . . ποιος ξέρει!) Αν όµως εµείς –συνεχίζει ο συλλογισµός– κατα-
σκευάσουµε ένα τεχνητό κβαντικό σύστηµα, που να µπορούµε να το «προγραµ-
µατίζουµε» απ’ έξω αλλά και να το «διαβάζουµε», τότε αυτό θα λύνει το πρόβληµά
µας απλώς. . . υπάρχοντας. ∆ηλαδή, απλώς δουλεύοντας µε βάση τους κβαντικούς
νόµους. Τόσο απλό! Τόσο απλό που ίσως και να. . . µην γίνει ποτέ! Η περιπέτεια
τώρα αρχίζει!
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1. Η βασική έννοια: Κβαντικά δυαδικά ψηφία
Θα αρχίσουµε µε µια µικρή δόση βασικής ορολογίας από το πεδίο των κλασι-
κών υπολογιστών. Η βασική έννοια εδώ είναι το bit: το binary digit, το δυαδικό
ψηφίο. Ελληνική σύντµηση το δυφίο. Bit σηµαίνει όµως και το µικρό κοµµάτι, το
κοµµατάκι. Ό,τι δηλαδή και η ελληνική λέξη ψηφίο στην πρωτογενή της σηµασία
(≡ψηφίδα). Έτσι το bit ως επιστηµονικός όρος δηλώνει ταυτόχρονα το δυαδικό
ψηφίο –το 0 ή το 1– αλλά και το ελάχιστο κοµµάτι µνήµης. Εκεί που εγγράφεται
και γίνεται αντικείµενο επεξεργασίας το δυαδικό ψηφίο. Επιπλέον το bit έχει συµ-
φωνηθεί να αντιπροσωπεύει και την µονάδα πληροφορίας. Ένα απλό παράδειγ-
µα: Αν γνωρίζουµε τα καταχωρηµένα ψηφία, ας πούµε σε πέντε θέσεις µνήµης, η
πληροφορία που κατέχουµε αξιολογείται ποσοτικά ως πέντε bit.(∗) Όλες αυτές οι
ιδιότητες του bit –δυαδικό ψηφίο, θέση µνήµης, µονάδα πληροφορίας– κληροδο-
τούνται, βεβαίως, στον αντίστοιχο ελληνικό όρο· το δυφίο.

Και προχωρούµε τώρα στην εισαγωγή της αντίστοιχης έννοιας για έναν κβαν-
τικό υπολογιστή. Όπου τώρα –σύµφωνα µε όσα είπαµε πριν– η θέση µνήµης (το
δυφίο) αποκτά κβαντικό χαρακτήρα. Γίνεται ένα κβαντικό σύστηµα µε δύο µόνο
βασικές καταστάσεις· τις |0〉 και |1〉. Οπότε βεβαίως θα είναι µια επιτρεπτή κατά-
σταση του συστήµατος και κάθε γραµµικός τους συνδυασµός της µορφής

|ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, (15.1)

όπου το |α|2 δηλώνει την πιθανότητα να βρίσκεται η συγκεκριµένη θέση µνήµης
στην κατάσταση |0〉 ενώ το |β|2 είναι η πιθανότητα να βρίσκεται στην κατάσταση
|1〉. Και θα είναι, βεβαίως,

|α|2 + |β|2 = 1.

Στην περίπτωση του κβαντικού υπολογιστή λοιπόν, το bit –ως φυσικό αντικείµενο–
είναι ένα κβαντικό σύστηµα, ένα quantum bit, και κατά σύντµηση qubit. Ελληνική
απόδοση κβαντικό δυφίο ή, απλούστερα, κβαντοδυφίο.

(∗) Σηµειώστε σχετικά ότι η «πληροφοριακή αξία» µιας πληροφορίας ορίζεται ποσοτικά ως εξής

I = log2 N − log2 M = log2(N/M), (1)

όπου N ο αριθµός των περιπτώσεων (που έπρεπε να ερευνηθούν) πριν δοθεί η συγκεκριµένη
πληροφορία και M ο (µικρότερος πλέον) αριθµός τους µετά την παροχή της συγκεκριµένης
πληροφορίας. Έτσι, παραδείγµατος χάριν, αν είχαµε πέντε θέσεις µνήµης και δεν γνωρίζαµε
τίποτε για τα ψηφία 0 ή 1 που έχουν εγγραφεί εκεί, ο αριθµός των δυνατών περιπτώσεων εί-
ναι, προφανώς, N = 25. Αν όµως πληροφορηθούµε ότι τα τρία πρώτα από αυτά είναι –κατά
σειράν– τα 0 1 0 και δεν γνωρίζουµε τίποτα για τα άλλα δύο, τότε ο αριθµός των δυνατών πε-
ριπτώσεων (που πρέπει να ψαχτούν) έχει περιοριστεί πλέον στο M = 22. Σύµφωνα µε τον
ορισµό (1) θα είναι λοιπόν I = 3 ≡ 3 bit, ακριβώς όπως το περιµένουµε. Η πληροφορία είναι
τόσα bit όσες οι θέσεις µνήµης που µάθαµε την τιµή τους.
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Η µνήµη του υπολογιστή –του κβαντικού στην περίπτωσή µας– θα αποτελεί-
ται, βέβαια, όχι µόνο από ένα qubit –ένα κβαντοδυφίο– αλλά από έναν επαρκή
αριθµό από αυτά, τοποθετηµένα σχετικά κοντά, αλλά όχι πολύ κοντά, ώστε να εί-
ναι δυνατός ο ανεξάρτητος «έλεγχός» τους µε κατάλληλα εξωτερικά πεδία. Στην
απλή περίπτωση ενός κβαντικού υπολογιστή µε δύο κβαντοδυφία οι δυνατές κα-
ταστάσεις του συστήµατος θα είναι, προφανώς, οι

|00〉 ≡ |0〉|0〉
|10〉 ≡ |1〉|0〉 ,

|01〉 ≡ |0〉|1〉
|11〉 ≡ |1〉|1〉

και θα αποτελούν µια πλήρη βάση στον τετραδιάστατο πλέον χώρο των δύο κβαν-
τοδυφίων. Η γενική κατάσταση της µνήµης –ή του καταχωρητή (register) όπως
επίσης λέγεται– θα περιγράφεται από την επαλληλία

|ψ〉 = c00|00〉 + c01|01〉 + c10|10〉 + c11|11〉

όπου, βέβαια, η τετραγωνισµένη απόλυτη τιµή καθενός από τους παραπάνω συντε-
λεστές θα δίνει την πιθανότητα να βρούµε τον καταχωρητή στην αντίστοιχη κβαν-
τική κατάσταση. Και θα είναι, βεβαίως,∑

α,β

|cαβ |2 = 1 α, β ∈ {0, 1},

όπου {0, 1} το (διµελές) σύνολο των δύο ψηφίων 0 και 1.
Για έναν κβαντικό υπολογιστή µεN θέσεις µνήµης το τυχόν στοιχείο της υπολο-

γιστικής βάσης –έτσι αποκαλούνται τα βασικά διανύσµατα της µορφής |011 . . .〉 ≡
|0〉|1〉|1〉 . . . κ.λπ.– θα γράφεται ως

|x〉 = |x1, . . . , xN 〉 ≡ |x1〉|x2〉, . . . , |xN 〉,

όπου x1, x2, . . . , xN είναι οι δυαδικές µεταβλητές για την κάθε θέση µνήµης –το
κάθε κβαντοδυφίο– και το x ένας πυκνός συµβολισµός για τη νιάδα x1, . . . , xN .
∆ηλαδή x ≡ x1, . . . , xN . Η γενική κβαντική κατάσταση της µνήµης (ή του κατα-
χωρητή) θα γράφεται λοιπόν ως

|ψ〉 =
∑

x

cx|x〉 ≡
∑

x1,...,xN

cx1,...,xN
|x1, . . . , xN 〉,

µε συνθήκη κανονικοποίησης την∑
x

|cx|2 = 1.
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Ως προς τη διάσταση αυτού του χώρου, δηλαδή το πλήθος των βασικών του δια-
νυσµάτων,

|x1, . . . , xN 〉 ≡ |x1〉|x2〉 . . . |xN 〉,
αυτή θα ισούται, προφανώς, µε

D = 2N ,

αφού τόσοι είναι οι συνδυασµοί δύο βασικών διανυσµάτων από το πρώτο κβαν-
τοδυφίο µε δύο από το δεύτερο, δύο από το τρίτο κ.ο.κ. Ακόµα και µε έναν πολύ
µικρό αριθµό κβαντοδυφίων (π.χ. N = 200) –ασήµαντο µε τα µέτρα ενός κλασι-
κού υπολογιστή– η διάσταση αυτού του χώρου είναι εξωφρενική. ∆εδοµένου ότι
2n 
 10n/2,3 θα είναι

D = 2200 
 10200/2,3 
 1087,

που είναι ένας αριθµός µεγαλύτερος από τον αριθµό των υλικών σωµατιδίων όλου
του ορατού σύµπαντος! Πρόκειται, βέβαια, για τον ίδιο εκθετικό νόµο που επιση-
µάναµε και στην εισαγωγή, αλλά µε d = 2, αφού τώρα τα σωµατίδιά µας (≡ τα
κβαντοδυφία) θεωρούνται ως δικαταστασιακά συστήµατα και άρα ο χώρος Hilbert
του καθενός έχει διάσταση δύο.

Βρισκόµαστε έτσι ξανά µπροστά στις εκπληκτικές –σχεδόν αδιανόητες– δυνα-
τότητες του κβαντικού υπολογιστή. Πάνω σε έναν υπολογιστή µε διακόσιες µόνο
θέσεις µνήµης µπορεί να «φορτωθεί» και να γίνει αντικείµενο επεξεργασίας πλη-
ροφορία 2200 bit≡ 2200 δυφίων. Σαφώς περισσότερη από ό,τι σε όλα τα υλικά
σωµατίδια του σύµπαντος, αν θεωρηθούν ως κλασικές θέσεις µνήµης· ως κλασι-
κά δυφία. Και ο λόγος γι’ αυτό αξίζει να αναλυθεί και από µια διαφορετική γωνία,
που φωτίζει πολύ καλύτερα τη βασική αρχή λειτουργίας του κβαντικού υπολογι-
στή. Το βασικό γεγονός είναι η δυνατότητα των κβαντικών δυφίων να υπάρχουν σε
καταστάσεις επαλληλίας της µορφής (15.1) και εποµένως να είναι και «πάνω» και
«κάτω» ταυτόχρονα. ∆ηλαδή να µπορούν να καταχωρούν και να διαχειρίζονται
και το 0 και το 1 ταυτόχρονα. Αφού όµως η χωρητικότητα του κάθε κβαντοδυφίου
είναι ίση µε δύο, η χωρητικότητα των δύο κβαντοδυφίων θα είναι ίση µε 22 = 4
–όσοι είναι οι συνδυασµοί ενός ψηφίου (0 ή 1) από το πρώτο κβαντοδυφίο και
ενός από το δεύτερο– και, βέβαια, ίση µε 2N για N κβαντοδυφία. Η προέλευση
του εκθετικού νόµου είναι τώρα τελείως φανερή και πολύ αποκαλυπτική για τις
δυνατότητες του κβαντικού υπολογιστή.

Όµως. . . µια στιγµή, θα. . . ψελλίσει ο εντυπωσιασµένος αλλά όχι ευκολό-
πιστος αναγνώστης. Πώς µπορεί ένα κβαντοδυφίο, στην κατάσταση επαλληλίας
α|0〉+β|1〉, να κρατάει και να διαχειρίζεται ταυτόχρονα και το |0〉 και το |1〉, αφού
σε µια µέτρηση µόνο η µία από τις δύο καταστάσεις θα βρεθεί ότι υπάρχει; Και η



1. Η ΒΑΣΙΚΗ ΕΝΝΟΙΑ: ΚΒΑΝΤΙΚΑ ∆ΥΑ∆ΙΚΑ ΨΗΦΙΑ 655

απάντηση είναι βέβαια γνωστή. Πράγµατι µε τη µέτρηση το κβαντοδυφίο θα κα-
ταρρεύσει στη µία ή την άλλη από τις καταστάσεις |0〉 ή |1〉. Όµως ουδεµία τέτοια
µέτρηση πραγµατοποιείται στη διάρκεια ενός υπολογισµού. Έτσι το κβαντοδυφίο
–όλα τα κβαντοδυφία– παραµένουν συνεχώς σε διάφορες καταστάσεις επαλληλί-
ας, οπότε το υπολογιστικό πρόγραµµα εκτελείται ταυτόχρονα –ή «παράλληλα»–
και για τις δύο τιµές της δυαδικής µεταβλητής του κάθε κβαντοδυφίου. Το φαι-
νόµενο αυτό –δηλαδή η παράλληλη εκτέλεση του προγράµµατος για όλες τις εν-
δεχόµενες καταστάσεις των κβαντοδυφίων– είναι γνωστό ως µαζικός κβαντικός
παραλληλισµός και αποτελεί τον θεµελιώδη µηχανισµό λειτουργίας ενός κβαντι-
κού υπολογιστή. Και σε αυτόν τον, καθαρά κβαντικό, µηχανισµό οφείλεται βέβαια
η τερατώδης υπολογιστική ικανότητα αυτής της µοναδικής µηχανής!

Υπάρχει όµως και µια άλλη απορία που πρέπει να απαντηθεί πριν ο αναγνώστης
αισθανθεί ότι αρχίζει να καταλαβαίνει κάπως το πώς µπορεί να δουλεύει –και να
δίνει απαντήσεις– ένας κβαντικός υπολογιστής. Η απορία είναι πολύ στοιχειώδης.
Στον κλασικό υπολογιστή η απάντηση είναι γραµµένη στον καταχωρητή ως µια
αλυσίδα 0 και 1 πάνω στα διαδοχικά δυφία του. ∆ηλαδή ως ένα ψηφιακό µήνυµα
που µπορεί να είναι ένας αριθµός, ένα ψηφιοποιηµένο κείµενο ή οτιδήποτε άλλο.
Τι γίνεται όµως µε τον κβαντικό υπολογιστή του οποίου οι θέσεις µνήµης µπορεί
να βρίσκονται –και συνήθως βρίσκονται– σε καταστάσεις επαλληλίας µε κάποια
πιθανότητα να είναι µηδέν ή να είναι ένα; Οπότε το πλήθος των δυνατών µηνυ-
µάτων θα είναι επίσης 2N , όπως πριν. Τι κάνουµε τότε; Θα µετρήσουµε µια φορά
όλα τα κβαντοδυφία και. . . ότι προκύψει; Ή θα µετράµε συνέχεια έως το. . . τέλος
του κόσµου; Και όταν. . . τελειώσουµε, ποια απ’ όλες τις 2N αλυσίδες ψηφίων 0
και 1 θα θεωρήσουµε ότι αποτελεί την απάντηση στο πρόβληµά µας;

Αντιλαµβάνεστε, βεβαίως, ότι αν δεν δώσουµε µια ικανοποιητική απάντηση
στο ερώτηµα αυτό, τότε η όλη ιδέα του κβαντικού υπολογιστή δεν θα είναι απλώς
µια χίµαιρα αλλά µια καθαρή ανοησία. Ένα υπέροχο µηχάνηµα που θα µας κάνει
εκθετικά γρήγορα τις πράξεις αλλά θα απαιτεί µετά εκθετικά µεγάλο χρόνο για να
διαβαστεί το αποτέλεσµα· αν διαβαστεί ποτέ!

Ευτυχώς τα πράγµατα δεν είναι ακριβώς έτσι. Πρώτα απ’ όλα η απάντηση δεν
χρειάζεται να είναι τόσο µακροσκελής όσο η µνήµη του υπολογιστή. Σε πολλά
προβλήµατα η απάντηση που ζητάµε µπορεί να είναι µόνο ένα ΝΑΙ ή ένα ΟΧΙ.
Όπως, παραδείγµατος χάριν, όταν θέλουµε απλώς να µάθουµε αν ένας δεδοµένος
µεγάλος αριθµός είναι πρώτος ή όχι. Το πρόβληµα αυτό είναι αφάνταστα δύσκο-
λο –στην πραγµατικότητα άλυτο µε τους κλασικούς υπολογιστές– και σίγουρα
θα απαιτεί όλες τις δυνατότητες της µνήµης ενός κβαντικού υπολογιστή. Όµως
το αποτέλεσµα είναι ένα ΝΑΙ ή ένα ΟΧΙ που µπορεί να καταχωρηθεί µόνο στο
πρώτο κβαντοδυφίο της µνήµης: Αν η απάντηση είναι ΝΑΙ το κβαντοδυφίο να
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βγαίνει –ως µέρος της αλγοριθµικής διαδικασίας– στην κατάσταση |0〉 και αν εί-
ναι ΟΧΙ, στην κατάσταση |1〉. Οπότε δεν έχουµε παρά να µετρήσουµε αυτό µόνο
το κβαντοδυφίο και να πάρουµε αµέσως την απάντηση που ζητάµε. Και αν δεν
είµαστε βέβαιοι –λόγω συσσώρευσης σφαλµάτων– ότι το κβαντοδυφίο εξόδου
ήταν πράγµατι στην κατάσταση που µετρήσαµε, δεν έχουµε παρά να «ξανατρέ-
ξουµε» το πρόγραµµα όσες φορές χρειαστεί –και να επαναλάβουµε τη µέτρηση–
ώστε να περιορίσουµε το ενδεχόµενο σφάλµατος κάτω από ένα ανεκτό επίπεδο.
Και συνειδητοποιούµε έτσι, µε αυτή την ευκαιρία, κάτι που ίσως θα έπρεπε να µας
είναι προφανές από την αρχή. Ότι δηλαδή ο κβαντικός υπολογιστής δεν είναι µια
ντετερµινιστική µηχανή. Εµπεριέχει ένα στοιχείο τυχαιότητας που όµως µπορεί να
τεθεί υπό έλεγχο ώστε το αποτέλεσµα να πλησιάζει την πρακτική βεβαιότητα.

Θα κλείσουµε τούτη την παράγραφο µε µια σύντοµη αναφορά στις λεγόµενες
καταστάσεις Bell που ορίζονται µέσω των σχέσεων

|B00〉 =
1√
2

(|00〉 + |11〉)
|B01〉 =

1√
2

(|01〉 + |10〉)
|B10〉 =

1√
2

(|01〉 − |10〉)
|B11〉 =

1√
2

(|00〉 − |11〉) (15.2)

από όπου είναι προφανές ότι: α) Πρόκειται για καταστάσεις δύο κβαντοδυφίων
και επειδή ο χώρος αυτός είναι τετραδιάστατος µπορούν να θεωρηθούν και ως µια
διαφορετική εκλογή βάσης σε αυτό τον χώρο έναντι της τετράδας |00〉, |01〉, |10〉,
|11〉. Επιπλέον –όπως είναι εύκολο να δείτε– οι καταστάσεις (15.2) είναι αµοιβαία
ορθογώνιες (και βεβαίως κανονικοποιηµένες), οπότε µπορούν να θεωρηθούν ως
µια άλλη ορθοκανονική βάση σε αυτό τον χώρο. β) Από φυσικής πλευράς είναι
επίσης φανερό ότι οι καταστάσεις (15.2) είναι σύµπλεκτες καταστάσεις και σ’ αυτό,
βέβαια, οφείλεται η ονοµασία τους, αφού ο Bell είναι εκείνος που ανέδειξε τη
θεµελιώδη σηµασία των καταστάσεων αυτού του τύπου. Σηµειώστε ειδικότερα
ότι για κβαντοδυφία που πραγµατώνονται µέσω των δύο καταστάσεων σπιν | ↑〉
και | ↓〉 –σπιν πάνω και σπιν κάτω αντίστοιχα– θα είναι |0〉 ≡ | ↑〉, |1〉 ≡ | ↓〉
οπότε η κατάσταση Bell |B10〉 θα γράφεται ως

|B10〉 =
1√
2

(| ↑, ↓〉 − | ↓, ↑〉) ≡ 1√
2

(| ↑〉| ↓〉 − | ↓〉| ↑〉|)
και σε αυτή τη µορφή αναγνωρίζεται αµέσως ως η περίφηµη κατάσταση EPR.

Όπως θα δούµε στη συνέχεια του κεφαλαίου η κβαντική σύµπλεξη θα αποτελέ-
σει συστατικό στοιχείο της λειτουργίας ενός κβαντικού υπολογιστή και ειδικότερα
των τηλεπικοινωνιακών εφαρµογών του και της κβαντικής κρυπτογραφίας. Και σε
αυτό το πλαίσιο οι καταστάσεις Bell θα αναδειχτούν σε ένα θεµελιώδες εργαλείο.
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2. Κβαντικές πύλες και κυκλώµατα
Όπως θα έπρεπε να το περιµένουµε, η λειτουργία ενός κβαντικού υπολογιστή
–δηλαδή η εκτέλεση ενός υπολογιστικού προγράµµατος για έναν συγκεκριµένο
σκοπό– θα γίνεται µε κατάλληλους χειρισµούς πάνω στα κβαντοδυφία που συγ-
κροτούν τη µνήµη του ή τον καταχωρητή του όπως έχει επίσης καθιερωθεί να
λέγεται. Και επειδή τα κβαντοδυφία είναι, βεβαίως, κβαντικά αντικείµενα, ο χειρι-
σµός τους –δηλαδή η πρόκληση των επιθυµητών αλλαγών στην κατάστασή τους–
θα γίνεται µε τις δύο µόνες διαδικασίες που προβλέπει η κβαντική θεωρία. Τη µο-
ναδιαία εξέλιξη µέσω της εξισώσεως Schrödinger –που προκαλείται κυρίως µε τη
δράση κατάλληλωνηλεκτροµαγνητικών παλµών– καθώς και τη διαδικασία της µέ-
τρησης που δεν είναι µοναδιαία όπως γνωρίζουµε, αλλά διέπεται από την αρχή της
κατάρρευσης του καταστασιακού διανύσµατος. Επειδή όµως, πλην ειδικών εξαι-
ρέσεων, η µέτρηση εκτελείται στο τέλος της υπολογιστικής διαδικασίας (και απο-
σκοπεί κυρίως στην ανάγνωση του αποτελέσµατος) οι δυνατοί χειρισµοί επί των
κβαντοδυφίων θα πρέπει να είναι υποχρεωτικά µοναδιαίοι και σε αυτούς πράγµατι
θα περιορίσουµε τις επιλογές µας στη συνέχεια. Ως προς την ορολογία, ο καθιε-
ρωµένος όρος γι’ αυτές τις µοναδιαίες «πράξεις» είναι κβαντικές πύλες ή απλώς
πύλες, όπως και στους κλασικούς υπολογιστές. Και είναι σηµαντικό να υπογραµ-
µίσουµε από την αρχή ένα βασικό γεγονός πάνω στο οποίο βασίζεται όλο το κυ-
κλωµατικό µοντέλο (circuit model) των υπολογιστών, κλασικών και µη. Ότι αρκεί
ένας µικρός αριθµός στοιχειωδών πυλών –δηλαδή απλών µοναδιαίων τελεστών–
για να υλοποιηθεί µέσω αυτών (έστω προσεγγιστικά) κάθε δυνατός µοναδιαίος
µετασχηµατισµός επί του συνόλου των κβαντοδυφίων του καταχωρητή. Ακόµα
πιο συγκεκριµένα: Αρκεί ένας µικρός αριθµός πυλών που δρουν µόνο πάνω σε
ένα κβαντοδυφίο, σε συνδυασµό µε µία µόνο πύλη που δρα σε δύο κβαντοδυφία.
Οπότε, βεβαίως, οι πρώτες πύλες θα αναπαρίστανται από µοναδιαίες µήτρες δια-
στάσεως 2 × 2 και η δεύτερη (µε τις γενικεύσεις της) από µια αντίστοιχη µήτρα
διαστάσεως 4 × 4. Θα αρχίσουµε τη µελέτη µας µε την πρώτη κατηγορία πυλών.

2.1. Πύλες που δρουν µόνο πάνω σε ένα κβαντοδυφίο

Όπως είπαµε πριν οι πύλες αυτού του τύπου δρουν πάνω στις καταστάσεις ενός µό-
νο κβαντοδυφίου, δηλαδή στον διδιάστατο χώρο των διανυσµάτωνα|0〉+β|1〉, και
εποµένως θα αναπαρίστανται από µοναδιαίες µήτρες της ίδιας διάστασης –δηλαδή
2 × 2– όπως στον κατάλογο που ακολουθεί. Όπου παρατίθεται επίσης το όνοµα
και το κυκλωµατικό σύµβολο της κάθε πύλης.
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Οι βασικές µονοδυφιακές πύλες

Μονάδα I I =

(
1 0
0 1

)

Hadamard H H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

Pauli X X X =

(
0 1
1 0

)

Pauli Y Y Y =

(
0 −i

i 0

)

Pauli Z Z Z =

(
1 0
0 −1

)

Φάση S S S =

(
1 0
0 i

)
Σηµειώστε κατ’ αρχάς –ως πρώτη παρατήρηση πάνω στον κατάλογο αυτό– ότι

οι τρεις πύλες X, Y και Z –και οι αντίστοιχες µήτρες– δεν είναι παρά οι γνωστές
µας µήτρες του Pauli σx, σy και σz που είναι ταυτόχρονα ερµιτιανές και µονα-
διαίες λόγω της γνωστής τους ιδιότητας να είναι σ2

x = σ2
y = σ2

z = 1. Ερµιτιανή
και µοναδιαία είναι επίσης και η πύλη Hadamard αφού ισχύει και γι’ αυτήν ότι
H2 = 1. Μεταξύ άλλων αυτό συνεπάγεται ότι η διπλή δράση αυτών των πυλών
επαναφέρει το κβαντοδυφίο στην αρχική του κατάσταση.

Ως προς το αποτέλεσµα της «µονής» δράσης των παραπάνω πυλών είναι χρή-
σιµο να σηµειώσουµε τα εξής:

� Για την πύλη Hadamard: Με βάση τη δεδοµένη µήτρα θα έχουµε

H|0〉 =
1√
2

(|0〉 + |1〉) ≡ |+〉

H|1〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) ≡ |−〉,

από όπου είναι φανερός και ο ρόλος αυτής της πύλης: ∆ηµιουργεί ισοβαρείς επαλ-
ληλίες των βασικών καταστάσεων |0〉 και |1〉, οι οποίες είναι αναγκαίες για την
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αποτελεσµατική αξιοποίηση των δυνατοτήτων ενός κβαντικού υπολογιστή, όπως
θα δούµε σε λίγο.

� Για την πύλη X: Εδώ θα έχουµε

X|0〉 = |1〉, X|1〉 = |0〉,

που σηµαίνει ότι η πύλη αυτή αναστρέφει την κατάσταση του κβαντοδυφίου µε-
τατρέποντας το 0 σε 1 και το 1 σε 0. Κάνει δηλαδή ό,τι και η κλασική πύλη NOT
που οφείλει το όνοµά της ακριβώς στο γεγονός ότι λέει «ΟΧΙ» στην εκάστοτε κα-
τάσταση του δυφίου µετασχηµατίζοντάς την στην αντίθετή της. Ένας συµπαγής
συµβολισµός γι’ αυτή τη δράση είναι ο

X|x〉 = |x〉,

όπου, x = (0, 1) η συνήθης δυαδική µεταβλητή και x = (1, 0) το ανεστραµµένο
είδωλό της όπου η παύλα πάνω από το x παραπέµπει εύλογα στο καθιερωµένο
σύµβολο για το αντισωµατίδιο.

Ανάλογα απλή είναι και η δράση των άλλων πυλών πάνω στα κβαντοδυφία και
περιοριζόµαστε στην απλή καταγραφή της:

� Πύλη Y
Y |0〉 = i|1〉, Y |1〉 = −i|0〉.

� Πύλη Z
Z|0〉 = |0〉, Z|1〉 = −|1〉.

� Πύλη S
S|0〉 = |0〉, S|1〉 = i|1〉

ενώ, βέβαια, για την τυχούσα κατάσταση υπέρθεσης θα έχουµε

X
(
α|0〉 + β|1〉) = β|0〉 + α|1〉

Y
(
α|0〉 + β|1〉) = −iβ|0〉 + iα|1〉

Z
(
α|0〉 + β|1〉) = α|0〉 − β|1〉

S(α|0〉 + β|1〉) = α|0〉 + iβ|1〉

και για την πύλη Hadamard

H
(
α|0〉 + β|1〉) =

1√
2

(
(α + β)|0〉 + (α − β)|1〉).
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2.2. Πύλες που δρουν σε δύο κβαντοδυφία

Η βασική πύλη αυτού του είδους είναι γνωστή ως

Controlled-NOT ≡ CNOT

και η δράση της πάνω σε µια τυχούσα κατάσταση |x, y〉 ≡ |x〉|y〉 περιγράφεται
από τις σχέσεις

CNOT |0〉|y〉 = |0〉|y〉, CNOT |1〉|y〉 = |1〉|y〉

που γράφονται επίσης ως

|0〉|y〉 −→CNOT |0〉|y〉, |1〉|y〉 −→CNOT |1〉|y〉

και µας λένε το εξής απλό. Ότι αν το πρώτο κβαντοδυφίο είναι στην κατάσταση |0〉
η πύλη CNOT δεν κάνει τίποτε στο δεύτερο, ενώ αν το πρώτο είναι στην κατάστα-
ση |1〉 η πύλη CNOT αναστρέφει το δεύτερο. Το πρώτο κβαντοδυφίο είναι εποµέ-
νως το κβαντοδυφίο ελέγχου (control qubit) ενώ το δεύτερο είναι το κβαντοδυφίο-
στόχος (target qubit) και σε αυτόν τον τρόπο δράσης οφείλεται, βεβαίως, η ονο-
µασία αυτής της πολύ σηµαντικής πύλης. Ως προς την αναπαράστασή της υπό
µορφήν µήτρας, δείξτε µόνοι σας ότι θα είναι

WCNOT =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


όπου στην πάνω αριστερή γωνία υπάρχει η 2 × 2 ταυτοτική µήτρα –που αντι-
προσωπεύει, βεβαίως, τη δράση της CNOT στο πρώτο κβαντοδυφίο– ενώ στην
κάτω δεξιά γωνία είναι η µήτρα X ≡NOT που αντιπροσωπεύει επίσης τον τρόπο
δράσης της CNOT πάνω στο δεύτερο κβαντοδυφίο.

Σηµειώστε ακόµα ότι η δράση της πύλης CNOTπάνω στην τυχούσα κατάσταση
|x, y〉 µπορεί να γραφεί στη συµπαγή µορφή

CNOT |x, y〉 = |x, y ⊕ x〉,

όπου το σύµβολο⊕ δηλώνει την πρόσθεσηmodulo 2, που δεν είναι παρά η συνήθης
πρόσθεση ακεραίων αλλά µε «αφαίρεση» από το άθροισµα των πολλαπλασίων
του δύο. Έτσι το αποτέλεσµα είναι πάντα 0 ή 1 και άρα πρόκειται για το είδος της
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πρόσθεσης που ταιριάζει σε ένα δυαδικό σύστηµα όπου µόνο τα ψηφία 0 και 1
είναι δεκτά. Τρία απλά παραδείγµατα είναι τα εξής:

1 ⊕ 1 = 0, 3 ⊕ 2 = 1, 2 ⊕ 2 = 0.

Ως προς τον κυκλωµατικό συµβολισµό της, η πύλη CNOT θα διαφέρει βεβαίως
από τις πύλες που εξετάσαµε προηγουµένως –που δηλώνοντανµε ένα ευθύγραµµο
τµήµα και το σύµβολο της πύλης στο µέσον του– εφόσον τώρα τα εµπλεκόµενα
κβαντοδυφία είναι δύο και άρα θα απαιτούνται δύο ευθείες γραµµές. Πράγµατι το
καθιερωµένο κυκλωµατικό σύµβολο για την CNOT είναι το

CNOT

•

⊕

όπου η βαρειά τελεία δηλώνει το κβαντοδυφίο ελέγχου και το «σταυρωµένο» κυ-
κλάκι το κβαντοδυφίο-στόχο.

Μια θεµελιώδης νέα δυνατότητα που µας παρέχει η πύλη CNOT είναι η σύ-
µπλεξη καταστάσεων που ήταν ασύµπλεκτες πριν τη δράση της. Ένα απλό σχετικό
παράδειγµα παρέχεται από την (εµφανώς ασύµπλεκτη) αρχική κατάσταση

|ψ in〉 =
(
α|0〉 + β|1〉)|1〉 (15.3)

στην οποία το πρώτο κβαντοδυφίο είναι στην κατάσταση επαλληλίας α|0〉+ β|1〉
ενώ το δεύτερο στην κατάσταση βάσης |1〉. ∆ρώντας τώρα µε την CNOT πάνω
στην (15.3) παίρνουµε

CNOT |ψ in〉 = α|0〉|1〉 + β|1〉|0〉 (15.4)

που είναι τώρα µια σύµπλεκτη κατάσταση αφού δεν µπορεί πλέον να γραφεί ως
γινόµενο καταστάσεων των δύο κβαντοδυφίων αλλά µόνο ως γραµµικός συνδυα-
σµός τέτοιων γινοµένων. Ειδικότερα για α = β = 1/

√
2 η (15.4) γράφεται ως

1√
2

(|0〉|1〉 + |1〉|0〉)
και δεν είναι παρά η κατάσταση Bell |B01〉 στην οποία είχαµε αναφερθεί λίγο νω-
ρίτερα. Σηµειώστε ακόµα ότι όχι µόνο η |B01〉 αλλά και οι άλλες καταστάσεις Bell
|Bxy〉 µπορούν να δηµιουργηθούν µε τον ίδιο τρόπο και η σχετική «κατασκευή»
φαίνεται στο κύκλωµα που ακολουθεί.
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|x〉 H •

|y〉 ⊕

 |Bxy〉

Σχηµα 15.1: Κύκλωµα για τη δηµιουργία των καταστάσεων Bell.

Έτσι, παραδείγµατος χάριν, µε κατάσταση εισόδου |0〉|0〉 ≡ |00〉 προκύπτει ως
έξοδος η κατάσταση Bell

|B00〉 =
1√
2

(|00〉 + |11〉)
και παρόµοια για τις άλλες καταστάσεις.

Όπως θα το περίµενε κανείς η Controlled-NOT≡CNOT είναι το αρχέτυπο µιας
κατηγορίας πυλών του τύπου Controlled-U ≡ C-U ≡ CU , όπου τη θέση του
NOT≡ X την παίρνει µια οποιαδήποτε άλλη πύλη U που δρα πάνω στο κβαντο-
δυφίο-στόχο. Και βέβαια το κυκλωµατικό σύµβολο θα είναι

Controlled-U

•

U

Μια απλή άσκηση για την εξοικείωση µε την κυκλωµατική γλώσσα του κβαντικού
υπολογιστή είναι η εξής:

Ασκηση: Γράψτε την κβαντική κατάσταση |ψi〉, i = 0, 1, 2, 3 που αντιστοιχεί
στα διαδοχικά στάδια λειτουργίας του ακόλουθου κβαντικού κυκλώµατος

|0〉 H • •

|0〉 ⊕ H

↑
|ψ0〉

↑
|ψ1〉

↑
|ψ2〉

↑
|ψ3〉
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Λύση: Θα έχουµε διαδοχικά

|ψ0〉 = |0〉|0〉

|ψ1〉 =
(
H|0〉)|0〉 =

1√
2

(|0〉 + |1〉)|0〉
|ψ2〉 = CNOT |ψ1〉 =

1√
2

[
CNOT

(|0〉|0〉) + CNOT
(|1〉|0〉)]

=
1√
2

(|0〉|0〉 + |1〉|1〉)
|ψ3〉 = (C-H)|ψ2〉 =

1√
2
|0〉|0〉 +

1√
2
|1〉(H|1〉)

=
1√
2
|0〉|0〉 +

1
2
|1〉|0〉 − 1

2
|1〉|1〉, (15.5)

και βέβαια –όπως θα έπρεπε– το τελικό αποτέλεσµα (15.5) είναι µια κανονικο-
ποιηµένη κατάσταση, αφού (1/

√
2)2 + (1/2)2 + (1/2)2 = 1. Οι κυκλωµατικοί

κανόνες έγιναν, πιστεύουµε, τελείως σαφείς από το παραπάνω παράδειγµα: Κάθε
οριζόντια γραµµή αντιπροσωπεύει το αντίστοιχο κβαντοδυφίο –το πρώτο η πά-
νω γραµµή και το δεύτερο η κάτω– ενώ οι πύλες που δρουν µόνο πάνω σε ένα
κβαντοδυφίο δείχνονται µε το σύµβολό τους πάνω στην αντίστοιχη γραµµή. Τέ-
λος, η από αριστερά προς τα δεξιά κίνηση πάνω στις γραµµές του κυκλώµατος
αντιστοιχεί στη χρονική αλληλουχία των διαδοχικών δράσεων των πυλών του.

Και µια ερώτηση για σας: Αν στο τέλος της παραπάνω υπολογιστικής διαδικασί-
ας µετρήσετε το κβαντοδυφίο #1 –τοποθετήσετε δηλαδή µια µετρητική συσκευή
M(∗) στο τέλος της πρώτης γραµµής– ποιες είναι οι πιθανότητες να το βρείτε στην
κατάσταση |0〉 ή την κατάσταση |1〉; Και ποια θα είναι η κατάσταση του καταχω-
ρητή µετά τη µέτρηση που έδωσε το ένα ή το άλλο αποτέλεσµα;

Ως ένα ακόµη παράδειγµα κβαντικής πύλης του τύπου Controlled-U –που δια-
φέρει όµως ελαφρώς από τις άλλες– αναφέρουµε την πύλη Uf που συµβολίζεται
ως

(∗) Σηµειώστε επ’ ευκαιρία ότι το σχετικό κυκλωµατικό σύµβολο είναι το

M
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Uf ή

•

Uf

και δρα πάνω σε µια κατάσταση |x〉|y〉 ≡ |x, y〉 ως ακολούθως

Uf |x〉|y〉 ≡ |x〉|y ⊕ f(x)〉,

δηλαδή όπως η CNOT αλλά µε f(x) όχι κατ’ ανάγκην τη συνάρτηση f(x) = x αλ-
λά την πιο γενική συνάρτηση τύπου Boole πάνω στη δυαδική µεταβλητή x. ∆ηλαδή
την πιο γενική συνάρτηση µε πεδίο ορισµού και πεδίο τιµών το σύνολο {0, 1}. Και
είναι εύκολο να δείτε αµέσως ότι υπάρχουν τέσσερις τέτοιες συναρτήσεις που χω-
ρίζονται φυσιολογικά σε δύο οµάδες ως ακολούθως

f(x) = σταθερά

〈 f(0) = f(1) = 0 (1)

f(0) = f(1) = 1 (2)
,

f(x) 	= σταθερά

〈 f(0) = 0, f(1) = 1 (3)

f(0) = 1, f(1) = 0 (4)

εκ των οποίων η δεύτερη οµάδα –f(x) 	= σταθ.– φέρει το όνοµα ισοζυγισµένη ή
απλώς ζυγισµένη, για τον προφανή λόγο ότι στο πεδίο τιµών της αντιπροσωπεύ-
ονται εξίσου και το µηδέν και το ένα. (Αντίθετα µε την περίπτωση f(x) = σταθ.,
όπου το πεδίο τιµών περιλαµβάνει µόνο το µηδέν ή µόνο το ένα κάθε φορά.) Η
µπουλεανή συνάρτηση f(x) αντιπροσωπεύει λοιπόν τέσσερις συναρτήσεις fi (i =
1, 2, 3, 4) –όπως παραπάνω– και για κάθε µία από αυτές βεβαιωθείτε µόνοι σας
ότι η αντίστοιχη πύλη Uf θα παίρνει τη µορφή(∗)

f(x) = σταθερά

〈 Uf1 = I ⊗ I

Uf2 = I ⊗ X ≡ I ⊗NOT

,

(∗) Εδώ –όπως και σε άλλες παρόµοιες περιπτώσεις λίγο αργότερα– είναι αναγκαίο να επαναφέ-
ρουµε τον συµβολισµό A⊗B του τανυστικού γινοµένου (βλ. σελ. 210) σύµφωνα µε τον οποίο
ο πρώτος τελεστής δρα πάνω στο πρώτο σωµατίδιο –δηλαδή, εδώ, το πρώτο κβαντοδυφίο– και
ο δεύτερος πάνω στο δεύτερο.
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f(x) = ισοζυγισµένη

〈 Uf3 = CNOT

Uf4 = CNOT

όπου το σύµβολο CNOT εισήχθη εδώ για να δηλώσει την περίπτωση µιας πύλης
που λειτουργεί ακριβώς όπως η CNOT αλλά µε εναλλαγή των ρόλων των |0〉 και
|1〉 στο κβαντοδυφίο ελέγχου. (Το δεύτερο κβαντοδυφίο αναστρέφεται όταν το
πρώτο είναι 0 και παραµένει ως έχει αν το πρώτο είναι 1.) Το οποίο ισοδυναµεί,
βεβαίως, µε το να δράσει πρώτα η πύλη X πάνω στο πρώτο κβαντοδυφίο –οπότε
θα εναλλαγούν οι καταστάσεις |0〉 και |1〉– να ακολουθήσει η CNOT και µετά πάλι
η X για να επαναφέρει το κβαντοδυφίο ελέγχου στην αρχική του κατάσταση.

Μπορούµε εποµένως να συνοψίσουµε τις τέσσερις παραπάνω περιπτώσεις στην
κυκλωµατική απεικόνιση του Σχήµατος 15.2.

Βεβαιωθήκαµε λοιπόν παρεµπιπτόντως ότι τουλάχιστον για την πύλη Uf αλη-
θεύει ο βασικός ισχυρισµός µας ότι κάθε άλλη πύλη µπορεί να πραγµατωθεί µε
συνδυασµό των απλών πυλών που έχουµε ήδη εισαγάγει.

Σηµειώστε τέλος ότι η πύληUf είναι σηµαντική για τους ίδιους λόγους που είναι
σηµαντικές οι συναρτήσεις τύπου Boole για κάθε είδος υπολογιστή βασισµένου σε
λογικές πύλες και κυκλώµατα.

Uf1

I

I

Uf3 ≡ CNOT

•

⊕

Uf2

I

X

Uf4 ≡ CNOT
X • X

⊕
Ι: f(x) = σταθερά ΙΙ: f(x) = ισοζυγισµένη

Σχηµα 15.2:Κυκλωµατική αναπαράσταση της πύληςUf για τις δύο οµάδες συναρτήσεων
Boole· Ι: f(x) = σταθερά, ΙΙ: f(x) = ισοζυγισµένη.
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2.3. Και µια πύλη που δεν υπάρχει: Ο κβαντικός αντιγραφέας

Θα κλείσουµε τούτη την παράγραφο µε µια ακόµα πύλη που θα επιθυµούσαµε να
εκτελεί µια εργασία ανάλογη µε την αντιγραφή αρχείων σε έναν κλασικό υπολογι-
στή. Θέλουµε δηλαδή έναν κβαντικό αντιγραφέα. Και το ερώτηµα είναι: Υπάρχει
τέτοιου είδους πύλη; ∆υστυχώς, όπως θα αποδείξουµε αµέσως, η απάντηση είναι
αρνητική και ακούει στο όνοµα «θεώρηµα της µη αντιγραφής» ή, επί το βιολογι-
κότερον, «θεώρηµα της µη κλωνοποίησης» (no cloning theorem).

Υποθέστε όµως προς στιγµήν ότι µια τέτοια πύλη υπάρχει και αντιπροσωπεύε-
ται από τον µοναδιαίο τελεστή U . Τι αναµένεται να κάνει αυτός ο τελεστής; Προ-
φανώς το εξής. Να δρα πάνω σε µια κατάσταση γινοµένου |ψ〉|φ〉 –στην οποία
η |ψ〉 ανήκει σε ένα κβαντικό σύστηµα και η |φ〉 σε ένα άλλο– και να την µε-
τατρέπει στην |ψ〉|ψ〉, οπότε πράγµατι η κατάσταση |ψ〉 –το πρωτότυπο– θα έχει
«εκτυπωθεί» και στο δεύτερο κβαντικό σύστηµα και έτσι θα διαθέτουµε πλέον δύο
πανοµοιότυπα αντίγραφά της. Θέλουµε δηλαδή να είναι

U |ψ〉|φ〉 = |ψ〉|ψ〉 (15.6)

για κάθε δυνατή κατάσταση |ψ〉 αλλά και για οποιαδήποτε αρχική κατάσταση |φ〉
του δεύτερου συστήµατος. Έστω ότι η (15.6) ισχύει πράγµατι για δύο γραµµικά
ανεξάρτητες καταστάσεις |ψ1〉 και |ψ2〉. Είναι δηλαδή

U |ψ1〉|φ〉 = |ψ1〉|ψ1〉, U |ψ2〉|φ〉 = |ψ2〉|ψ2〉.
Για να είναι όµως ο U ένας γενικός αντιγραφέας, τότε θα πρέπει να ισχύει η (15.6)
και για κάθε γραµµικό συνδυασµό των |ψ1〉 και |ψ2〉 αφού και αυτός είναι µια
δυνατή κατάσταση του αντιγραφόµενου συστήµατος. Το οποίο όµως δεν αληθεύει,
όπως φαίνεται αµέσως από τις πράξεις που ακολουθούν:

U
(
c1|ψ1〉 + c2|ψ2〉

)|φ〉 = c1

(
U |ψ1〉|φ〉

)
+ c2

(
U |ψ2〉|φ〉

)
= c1|ψ1〉|ψ1〉 + c2|ψ2〉|ψ2〉
	= (c1|ψ1〉 + c2|ψ2〉

)(
c1|ψ1〉 + c2|ψ2〉

)
Όµως το θεώρηµα της «µη αντιγραφής» χρειάζεται κάποιες διευκρινίσεις. Αυ-
τό που αποκλείει είναι η δηµιουργία πανοµοιότυπων αντιγράφων µιας άγνωστης
κβαντικής κατάστασης. ∆ιότι αν η κατάσταση είναι γνωστή τότε µπορούµε πάντα
να την θεωρήσουµε ως ιδιοκατάσταση κάποιου ερµιτιανού τελεστή και να «στή-
σουµε» µια µετρητική διαδικασία που θα «µετράει» αυτό το φυσικό µέγεθος(∗)

(∗) Στο πλαίσιο του αφηρηµένου κβαντικού φορµαλισµού κάθε ερµιτιανός τελεστής µπορεί να
θεωρηθεί ότι αντιπροσωπεύει κάποιο φυσικό µέγεθος και άρα µπορεί πάντα να επινοηθεί –
έστω θεωρητικά– µια κατάλληλη συσκευή που να το µετράει.
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και άρα θα µας δίνει –ως αποτέλεσµα µιας µέτρησης που «έβγαλε» τη σωστή
ιδιοτιµή– την κατάσταση που επιθυµούµε. Αντιλαµβάνεστε όµως ότι η διαδικα-
σία αυτή δεν συνιστά αντιγραφή –αφού οι καταστάσεις που εισέρχονται στη µε-
τρητική συσκευή µπορούν να είναι οποιεσδήποτε– αλλά κατασκευή (µέσω µέτρη-
σης) προαποφασισµένων κβαντικών καταστάσεων. Το θεώρηµα της µη αντιγρα-
φής αναφέρεται λοιπόν σε γνήσια αντιγραφή µιας άγνωστης κβαντικής κατάστα-
σης και όχι στην πολλαπλή δηµιουργία µιας γνωστής.

Και µε αυτή την ουσιώδη διευκρίνιση το θεώρηµα είναι µάλλον προφανές από
φυσικής πλευράς. ∆ιότι αν πράγµατι µπορούσαµε να βγάλουµε όσα αντίγραφα
θέλουµε µιας άγνωστης κβαντικής κατάστασης, τότε θα είχαµε τη δυνατότητα –
εκτελώντας µετρήσεις πάνω στα αντίγραφα αυτά– να µάθουµε ό,τι θέλουµε για
την κατάσταση αυτή διατηρώντας άθικτο το «πρωτότυπο». Το οποίο µάλλον κα-
ταστρατηγεί τη βασική αρχή της κβαντικής µέτρησης που αποκλείει την απόκτηση
πληροφορίας για ένα κβαντικό σύστηµα χωρίς καταστροφή της κατάστασής του.
Δεν υπάρχει δωρεάν πληροφορία στο κβαντικό πλαίσιο.

3. Κβαντικοί αλγόριθµοι

3.1. Ένα απλό παράδειγµα: Ο αλγόριθµος του Deutsch

Μετά τις κβαντικές πύλες και τα σχετικά κυκλώµατα το αναγκαίο επόµενο βήµα
είναι η ανάπτυξη κατάλληλων προγραµµάτων –δηλαδή κατάλληλων αλγορίθµων–
σχεδιασµένων να εκτελούν συγκεκριµένα καθήκοντα. Και το στοίχηµα εδώ είναι
πολύ σαφές. Να αποδειχτεί όχι µόνο ότι τέτοιοι αλγόριθµοι υπάρχουν, αλλά και
ότι µπορεί να είναι πολύ αποτελεσµατικότεροι, στη λύση ορισµένων τουλάχιστον
προβληµάτων, από ό,τι οι αντίστοιχοι κλασικοί αλγόριθµοι. Έτσι, από αυτή την
άποψη, ήταν µια σηµαντική εξέλιξη στο θέµα όταν, το 1994, ο Peter Shor επινόη-
σε έναν κβαντικό αλγόριθµο –βασισµένο στον περίφηµο κβαντικό µετασχηµατι-
σµό Fourier– χάρις στον οποίο έγινε για πρώτη φορά εφικτή η επίλυση ενός από
τα δυσκολότερα προβλήµατα στην ιστορία των µαθηµατικών και της επιστήµης
των υπολογιστών: Η παραγοντοποίηση (factoring) ενός πολύ µεγάλου ακέραιου
αριθµού.

Όµως στο πλαίσιο τούτης της σύντοµης εισαγωγής θα περιοριστούµε στην πα-
ρουσίαση ενός πολύ στοιχειωδέστερου παραδείγµατος που έχει και αυτό τη δική
του ξεχωριστή θέση στη µικρή ιστορία του κλάδου. Πρόκειται για τον περίφηµο
αλγόριθµο του Deutsch (Deutsch, 1984) ο οποίος –στην πιο «παιδική» του µορφή–
προορίζεται για έναν υπολογιστή µε δύο µόνο κβαντοδυφία και αποσκοπεί στην
επίλυση ενός εξίσου «παιδικού» προβλήµατος. Να αποφανθούµε κατά πόσον µια
συνάρτηση τύπου Boole –δηλαδή µια απεικόνιση από το {0, 1} στο {0, 1}– είναι
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σταθερή ή ισοζυγισµένη (balanced) σύµφωνα µε την ορολογία που είχαµε εισαγά-
γει νωρίτερα (§ 2.2). Αν δηλαδή είναι f(0) = f(1) ή f(0) 	= f(1). Όπως είχαµε
δει και νωρίτερα, υπάρχουν τέσσερις τέτοιες συναρτήσεις που οµαδοποιούνται ως
ακολούθως

Ι: f(x) = σταθερή :

〈 f(0) = 0, f(1) = 0

f(0) = 1, f(1) = 1
,

ΙΙ: f(x) = ισοζυγισµένη :

〈 f(0) = 0, f(1) = 1

f(0) = 1, f(1) = 0
Ένας κλασικός υπολογιστής µπορεί να απαντήσει το ερώτηµά µας –αν η δοθείσα
συνάρτηση f είναι σταθερή ή όχι– εκτελώντας δύο πράξεις: Υπολογίζοντας τις δύο
τιµές f(0) και f(1). Και αν βγουν ίσες (µηδέν ή ένα αδιάφορο) τότε η δοθείσα f
είναι σταθερή, αν όχι τότε δεν είναι.

Θα δείξουµε τώρα ότι µε τον αλγόριθµο του Deutsch το παραπάνω πρόβληµα
µπορεί να λυθεί µε µία µόνο πράξη. Το σχετικό κβαντικό κύκλωµα δείχνεται στο
Σχήµα 15.3.

Πριν προχωρήσουµε στην βήµα προς βήµα εκτέλεση του αλγορίθµου είναι χρή-
σιµο να δείξουµε πρώτα –ως άσκηση– ότι ισχύει η

Uf |x〉 |0〉 − |1〉√
2

= (−1)f(x)|x〉 |0〉 − |1〉√
2

(15.7)

η οποία προφανώς θα µας χρειαστεί, διότι η δράση της πύλης H πάνω στο δεύτερο
κβαντοδυφίο θα δώσει (|0〉 − |1〉)/√2 οπότε –σε συνδυασµό µε την κατάσταση
(|0〉 + |1〉)/√2 που θα εµφανιστεί στο πρώτο κβαντοδυφίο– θα έχουµε να υπο-
λογίσουµε εκφράσεις του τύπου Uf |x〉(|0〉 − |1〉)/√2 µε x = 0 ή 1 που βεβαίως
υπολογίζονται πολύ ευκολότερα βάσει της (15.7).

Απόδειξη της (15.7). Θα είναι κατ’ αρχάς

Uf |x〉|0〉 = |x〉|0 ⊕ f(x)〉, Uf |x〉|1〉 = |x〉|1 ⊕ f(x)〉.
∆εδοµένου όµως ότι f(x) = 0 ή 1 θα έχουµε

Uf |x〉|0〉 =

〈f(x)=0 |x〉|0〉

f(x)=1 |x〉|1〉
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M
|0〉 H H

Uf

|1〉 H

↑
|ψ0〉

↑
|ψ1〉

↑
|ψ2〉

↑
|ψ3〉

↑
|ψ4〉

Σχηµα 15.3: Κυκλωµατική υλοποίηση του αλγορίθµου του Deutsch. Στα δύο κβαντοδυ-
φία του υπολογιστή –που ξεκινάνε από την αρχική κατάσταση |0〉 το πρώτο και |1〉 το
δεύτερο– εφαρµόζεται η πύλη Hadamard H , αµέσως µετά η πύλη Uf : Uf |x〉|y〉 =
|x〉|y ⊕ f(x)〉, και τέλος πάλι η πύλη H πάνω στο πρώτο κβαντοδυφίο ακολουθούµενη
από τη µέτρηση M. Και αν το αποτέλεσµα αυτής της µέτρησης είναι 0, τότε η συνάρ-
τηση f είναι σταθερή (f(0) = f(1)), ενώ αν είναι 1 η συνάρτηση f είναι ισοζυγισµένη
(f(0) 	= f(1)). Έτσι ο αλγόριθµος του Deutsch απαντά το ερώτηµά µας –αν η f είναι
σταθερή ή όχι– µε µία µόνο πράξη (έναν «γύρο») έναντι δύο του κλασικού υπολογι-
στή. Και είναι αυτονόητο, βεβαίως, ότι η µετρούµενη συνάρτηση f είναι τοποθετηµένη
σε ένα είδος «µαύρου κουτιού» που λειτουργεί ως βασικό στοιχείο της πύλης Uf χωρίς
όµως να είναι προσβάσιµο από εµάς. Και στην ουσία εµείς καλούµαστε να αποφανθού-
µε –µετρώντας την έξοδο του υπολογιστή µας– αν η συνάρτηση που βρίσκεται µέσα
στο κουτί είναι σταθερή ή όχι.

και

Uf |x〉|1〉 =

〈f(x)=0 |x〉|1〉

f(x)=1 |x〉|0〉

⇒ Uf |x〉
(|0〉 − |1〉) =

〈f(x)=0 |x〉(|0〉 − |1〉)
f(x)=1 −|x〉(|0〉 − |1〉)

 = (−1)f(x)|x〉(|0〉−|1〉)
που είναι, βεβαίως, το αποτέλεσµα (15.7) χωρίς τον παράγοντα κανονικοποίησης
1/
√

2 που δεν έχει προφανώς σηµασία για την ισχύ αυτής της σχέσης.
Επιστρέφοντας στον αλγόριθµο του Deutsch θα έχουµε διαδοχικά

� |ψ0〉 = |0〉|1〉 (Είσοδος)
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� |ψ1〉 =
(
H|0〉)(H|1〉) =

|0〉 + |1〉√
2

|0〉 − |1〉√
2

(Αποτέλεσµα 1)

� |ψ2〉 = Uf |ψ1〉 =
1√
2
Uf

((|0〉 + |1〉) |0〉 − |1〉√
2

)

=
1√
2
Uf

(
|0〉 |0〉 − |1〉√

2

)
+

1√
2
Uf

(
|1〉 |0〉 − |1〉√

2

)

=
1√
2
(−1)f(0)|0〉 |0〉 − |1〉√

2
+

1√
2
(−1)f(1)|1〉 |0〉 − |1〉√

2

⇒ |ψ2〉 =


|0〉 + |1〉√

2
|0〉 − |1〉√

2
αν f(0) = f(1)

|0〉 − |1〉√
2

|0〉 − |1〉√
2

αν f(0) 	= f(1)

(Αποτέλεσµα 2)

� |ψ3〉 =


H

( |0〉 + |1〉√
2

) |0〉 − |1〉√
2

: f(0) = f(1)

H

( |0〉 − |1〉√
2

) |0〉 − |1〉√
2

: f(0) 	= f(1)

⇒ |ψ3〉 =


|0〉 |0〉 − |1〉√

2
: f(0) = f(1)

|1〉 |0〉 − |1〉√
2

: f(0) 	= f(1)

(Αποτέλεσµα 3)

οπότε, βέβαια, αρκεί να µετρήσουµε το πρώτο κβαντοδυφίο πάνω στην |ψ3〉 για
να αποφανθούµε αν η f είναι σταθερή ή όχι. Αν το κβαντοδυφίο αυτό «βγει» |0〉
τότε η f θα είναι σταθερή ενώ αν βγει |1〉 θα είναι ισοζυγισµένη.

3.2. Η φυσική πίσω από τον αλγόριθµο: Ο κβαντικός
παραλληλισµός και πώς επιτυγχάνεται

Όπως είδαµε, η εφαρµογή του αλγορίθµου έδωσε πράγµατι αυτό που υποσχεθή-
καµε. Απάντησε το ερώτηµά µας µε ένα µόνο «τρέξιµο» της µηχανής έναντι δύο
που θα απαιτούσε ένας κλασικός υπολογιστής. Και ο λόγος γι’ αυτή την «οικονο-
µία πράξεων» είναι γνωστός. Οφείλεται σε ένα θεµελιώδες χαρακτηριστικό του
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τρόπου λειτουργίας ενός κβαντικού υπολογιστή. Τον κβαντικό παραλληλισµό: Ότι
δηλαδή ο υπολογιστής εκµεταλλεύεται τη δυνατότητα των κβαντοδυφίων να υπάρ-
χουν σε κάθε δυνατή επαλληλία των καταστάσεων |0〉 και |1〉 και εκτελεί έτσι το
εκάστοτε πρόγραµµα και για τη µια και για την άλλη τιµή της δυαδικής µετα-
βλητής x(= 0 ή 1). Σ’ αυτό το πνεύµα η πρώτη «κίνηση» του αλγορίθµου, να
φέρουµε τα δύο κβαντοδυφία σε κατάσταση επαλληλίας –ώστε η βασική πράξη
Uf να εφαρµοστεί παράλληλα για x = 0 και x = 1– ήταν απολύτως αναµενό-
µενη. Εύλογο ήταν επίσης αυτές οι επαλληλίες να είναι ισοβαρείς –50% για κάθε
κατάσταση– ώστε ο αλγόριθµος να είναι «αµερόληπτος» απέναντι στις δύο τιµές
του x. Έτσι η χρήση της πύλης Hadamard στο πρώτο στάδιο του αλγορίθµου ήταν
περίπου αυτονόητη, αφού αυτή ακριβώς είναι η δουλειά της: Να δηµιουργεί ισο-
βαρείς επαλληλίες των δύο βασικών καταστάσεων |0〉 και |1〉.

Πέρα όµως από τον ρόλο των υπερθέσεων στη λειτουργία του αλγορίθµου Deu-
tsch, εξίσου σηµαντική είναι και η σηµασία της συµβολής των παράλληλων δια-
δικασιών που συντελούνται ώστε το τελικό αποτέλεσµα –η έξοδος– να έχει τη
µορφή ιδιοκαταστάσεων της υπολογιστικής βάσης |0〉 και |1〉 και να είναι εύκολα
αναγνώσιµο. Στην πραγµατικότητα, αν το καλοσκεφτείτε, η λειτουργία του αλγο-
ρίθµου Deutsch είναι απολύτως όµοια µε εκείνη των γνωστών πειραµάτων συµ-
βολής στα οποία η αρχική δέσµη –ηλεκτρονίων ή φωτονίων– διαχωρίζεται σε ένα
πρώτο στάδιο και οι δύο επιµέρους δέσµες ανασυντίθενται µετά ώστε να αναδη-
µιουργήσουν µια νέα σύµφωνη δέσµη µε χαρακτηριστικά που εξαρτώνται καίρια
από τη διαφορά φάσεως µεταξύ των δεσµών λόγω των διαφορετικών διαδροµών
που ακολουθήθηκαν. Στην ουσία –αν τα δούµε διαφορετικά– τέτοιου είδους πει-
ράµατα διαχωρισµού και ανασύνθεσης µιας δέσµης συνιστούν ένα είδος κβαν-
τικού υπολογισµού αφού ο διαχωρισµός επιτρέπει να «σαρωθούν» ταυτόχρονα
δύο ενδεχόµενα –να µάθουµε δηλαδή «τι συµβαίνει» σε δυο κλασικά αλληλοα-
ποκλειόµενες διαδροµές– και να αποτυπώσουµε αυτές τις «παράλληλες εµπειρί-
ες» στην τελική ενιαία δέσµη µέσω των διαφορών φάσεως που προκλήθηκαν καθ’
οδόν. Και είναι φανερό από αυτή την «εικόνα» ότι κάτι ανάλογο συµβαίνει και
στον αλγόριθµο του Deutsch, όπου οι αρχικές πύλες Hadamard δρουν ως «διαχω-
ριστές δέσµης» (beam splitters) ενώ η ίδια πύλη στην πάνω έξοδο ανασυνθέτει τα
δύο µέρη αυτής της δέσµης ώστε να την επαναφέρει στη µια ή την άλλη από τις
βασικές καταστάσεις |0〉 ή |1〉.

Σηµειώστε ακόµα τον. . . υπόγειο ρόλο της σύµπλεξης των δύο κβαντοδυφίων
–µέσω της πύλης Uf που δρα ως ένα είδος γενικευµένης CNOT– χάρις στην οποία
αυτό που «υπολογίζουµε» είναι ένα ολικό (global) χαρακτηριστικό της συνάρτησης
f –αν είναι σταθερή ή ισοζυγισµένη– και όχι επιµέρους τιµές της. Το οποίο βέβαια
είναι και το θεµελιώδες φυσικό χαρακτηριστικό των σύµπλεκτων καταστάσεων:
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Ότι έχουν έναν ισχυρά ολιστικό χαρακτήρα µε απώλεια της αυτονοµίας των µερών
τους. Αλλά σ’ αυτό το θέµα θα χρειαστεί να επανέλθουµε.

3.3. Ανάγνωση του αποτελέσµατος και ο ρόλος των σφαλµάτων

Όµως τούτη είναι µια καλή ευκαιρία να συζητήσουµε και το θέµα της ανάγνω-
σης των αποτελεσµάτων ενός κβαντικού υπολογιστή. Όπως θυµάστε, για το θέµα
αυτό µιλήσαµε ήδη από την πρώτη παράγραφο τούτου του κεφαλαίου ξεχωρίζον-
τας µάλιστα µια ειδική περίπτωση, που είναι ακριβώς αυτή που έχουµε µπροστά
µας τώρα. Το ερώτηµα που θέτουµε στον υπολογιστή µας να είναι τέτοιο ώστε
να µπορεί να απαντηθεί µε ένα ναι ή ένα όχι, οπότε η απάντηση θα µπορούσε να
δοθεί µέσω της τελικής κατάστασης του πρώτου µόνο κβαντοδυφίου του κατα-
χωρητή: |0〉 αν η απάντηση είναι ναι, |1〉 αν η απάντηση είναι όχι. Αυτή λοιπόν
είναι η τωρινή περίπτωση και πάνω σ’ αυτήν είναι χρήσιµο να συζητήσουµε ξανά
το βασικό ερώτηµα της ανάγνωσης του αποτελέσµατος κάθε κβαντικού υπολογι-
σµού. Το ζήτηµα είναι γνωστό: Αν π.χ. η µέτρηση «έβγαλε» την απάντηση |1〉,
αυτό δεν σηµαίνει ότι αυτή όντως ήταν η κατάσταση του κβαντοδυφίου πριν τη
µέτρηση. Μπορούσε κάλλιστα η κατάσταση αυτή να είχε τη µορφή της επαλλη-
λίας α|0〉 + β|1〉 µε |α|2 = 0,999 και |β|2 = 0,001 και στη δική µας µέτρηση
να προέκυψε το πιο απίθανο –πλην όµως υπαρκτό– ενδεχόµενο της κατάστασης
|1〉. Οπότε βέβαια –αν είχαµε βασιστεί σε αυτό και µόνο το αποτέλεσµα– θα είχα-
µε οδηγηθεί στο λανθασµένο συµπέρασµα ότι η απάντηση του υπολογιστή ήταν
αρνητική στο ερώτηµά µας, ενώ ίσχυε ακριβώς το αντίθετο. Πώς όµως προέκυψε
στο πρώτο κβαντοδυφίο µια κατάσταση επαλληλίας του παραπάνω τύπου, αφού ο
αλγόριθµος του Deutsch προβλέπει µόνο |0〉 ή µόνο |1〉 ανάλογα µε το είδος της
συνάρτησης f που βρίσκεται στο µαύρο κουτί; Η απάντηση είναι απλή όσο και
σηµαντική. Ο κβαντικός, όπως και ο κλασικός, υπολογιστής δεν είναι «τέλειες µη-
χανές» αλλά πραγµατικά φυσικά συστήµατα που λειτουργούν µε ένα ενδεχόµενο
σφάλµατος, τόσο µεγαλύτερο όσο περισσότερες είναι οι «πράξεις» που καλούν-
ται να εκτελέσουν µέσω των κατάλληλων πυλών. Έτσι λοιπόν ακόµα και όταν ο
ιδεατός αλγόριθµος του προβλήµατος προβλέπει την έκβαση |0〉 σε µια συγκεκρι-
µένη περίπτωση, η πραγµατική λειτουργία του υπολογιστή δεν θα δώσει ακριβώς
|0〉 αλλά µια κατάσταση υπέρθεσης του τύπου που αναφέραµε πριν, όπου η σω-
στή απάντηση |0〉 έχει «µολυνθεί» µε την παρουσία µιας ελαφράς «πρόσµειξης»
από την λάθος απάντηση |1〉. Τι κάνουµε τότε; Απλούστατα επαναλαµβάνουµε
τον υπολογισµό –δηλαδή «ξανατρέχουµε» το πρόγραµµα– όσες φορές χρειαστεί
ώστε να βεβαιωθούµε (πάντα µε ένα ανεκτό περιθώριο λάθους) ότι η απάντηση εί-
ναι όντως |0〉 (δηλαδή ΝΑΙ) και όχι |1〉 (δηλαδή ΟΧΙ) όπως είχαµε παραπλανηθεί
να συµπεράνουµε από τη µία µόνο αρχική µέτρηση.
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Ωραίος υπολογιστής! – θα σχολίαζε ειρωνικά ο δύσπιστος Θωµάς του πεδίου.
Φτιάξαµε έναν (πανάκριβο!) κβαντικό υπολογιστή για να απαντά το ερώτηµά µας
σε έναν µόνο γύρο αντί δύο –σιγά την οικονοµία!– αλλά χρειάζεται να τον τρέ-
ξουµε καµιά εκατοστή φορές για να βεβαιωθούµε ότι διαβάσαµε σωστά τον. . .
χρησµό του! Αν είπε ΝΑΙ ή αν είπε ΟΧΙ! Και ακόµα και τότε να µην είµαστε από-
λυτα σίγουροι ότι δεν έχουµε κάνει λάθος. Ότι το. . . ιερό τέρας δεν µας ξεγέλασε!

Η κριτική του Θωµά είναι ταυτόχρονα υπερβολική και . . . βάσιµη. Υπερβολι-
κή διότι σε ένα ρεαλιστικό πρόβληµα –και όχι σε ένα πρόβληµα-παιγνίδι όπως το
παρόν– η οικονοµία πράξεων που αναµένεται από την εφαρµογή ενός κβαντικού
αλγορίθµου είναι τόσο γιγάντια ώστε το κόστος της επανάληψης του υπολογισµού
για εκατό ή χίλιες φορές να είναι κυριολεκτικά αστείο. Η κριτική όµως είναι ταυ-
τόχρονα και βάσιµη διότι φέρνει στο προσκήνιο το θεµελιώδες ζήτηµα της συσ-
σώρευσης των σφαλµάτων σε έναν κβαντικό υπολογιστή και κατά πόσο έχουµε
τη δυνατότητα «διόρθωσής» τους µε κατάλληλους κβαντικούς κώδικες όπως και
στους κλασικούς υπολογιστές. Το πρόβληµα όχι µόνο δεν είναι τετριµµένο αλλά
και για κάποιο διάστηµα έµοιαζε περίπου άλυτο. Σε σηµείο που να έχει οδηγήσει
πολλούς. . . Θωµάδες στο στάδιο της πλήρους. . . απιστίας: Ότι ο κβαντικός υπο-
λογιστής είναι µια χίµαιρα µε µηδενική πιθανότητα πραγµατοποίησης. Και χρειά-
στηκε να επέµβει εκ νέου ο Schor(∗) –αλλά όχι µόνο– για να αποδειχθεί ότι η
επιδιόρθωση ή το σβήσιµο των κβαντικών σφαλµάτων είναι δυνατόν να γίνει µε
αποτελεσµατικό τρόπο που δεν ακυρώνει την αναµενόµενη οικονοµία πράξεων
του ιδεατού αλγορίθµου.

Σηµειώστε τέλος ότι η αναγνωσιµότητα του αποτελέσµατος δεν περιορίζεται
στην ειδική περίπτωση που αναλύσαµε πριν αλλά εκτείνεται σε κάθε περίπτωση
που η έξοδος του υπολογιστή είναι µια ιδιοκατάσταση της υπολογιστικής βάσης
–δηλαδή ένα «διάνυσµα» της µορφής |001110 . . .〉– οπότε κάθε κβαντοδυφίο δια-
βάζεται χωριστά και, βέβαια, για να µειώσουµε το ενδεχόµενο σφάλµατος «ξανα-
τρέχουµε» το πρόγραµµα όσες φορές χρειαστεί.

3.4. Και µια εναλλακτική παρουσίαση του αλγορίθµου του Deutsch

Θα κλείσουµε τούτη τη (βασική) παράγραφο µε µια διαφορετική παρουσίαση του
αλγορίθµου του Deutsch, που βασίζεται στην αναγωγή της πύλης Uf σε ισοδύνα-
µες πύλες Ufi

(i = 1, . . . , 4) ανάλογα µε την εκάστοτε µορφή της µπουλεανής
συνάρτησης f .

Σ’ αυτό το πνεύµα είναι αµέσως φανερό από το Σχήµα 15.2 ότι στην περίπτωση
Ι –f = σταθ.– η πύλη Uf στο κύκλωµα του Deutsch (Σχ. 15.3) θα αντικατασταθεί

(∗) P.W. Schor, Scheme for reducing decoherence in quantum computer memory, Phys. Rev. A52,
R2493 (1995).
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µε δύο µη «αλληλεπιδρώντα» στοιχεία εκ των οποίων το πάνω είναι πάντα η ταυ-
τοτική πύλη, οπότε οι δύο πύλες Hadamard της ίδιας γραµµής του κυκλώµατος θα
πολλαπλασιαστούν µεταξύ τους µε αποτέλεσµα H2 = 1. Έτσι το πρώτο κβαντο-
δυφίο του υπολογιστή θα «διαδοθεί» ως έχει κατά µήκος αυτής της γραµµής και
άρα θα φτάσει ως |0〉 στην πάνω έξοδο, ακριβώς όπως δείξαµε προηγουµένως. Η
περίπτωση ΙΙ –f(x) 	= σταθ.– είναι πιο σύνθετη διότι τώρα υπάρχει αλληλεπίδρα-
ση µεταξύ πάνω και κάτω κβαντοδυφίου, αφού είναι

Uf3 = CNOT, Uf4 = CNOT.

Και δεδοµένου ότι η κατάσταση |ψ1〉 στο κύκλωµα του Deutsch –βλ. Σχ. 15.3–
είναι

|ψ1〉 = |+〉|−〉, |±〉 =
1√
2

(|0〉 ± |1〉)
και δεδοµένου επίσης ότι (δείξτε το)

CNOT |+〉|−〉 = |−〉|−〉, CNOT |+〉|−〉 = −|−〉|−〉,

η κατάσταση |ψ2〉 –µετά την πύλη Uf ≡ CNOT ή CNOT– θα είναι η

|ψ2〉 = |−〉|−〉 ή |ψ2〉 = −|−〉|−〉

οπότε η δράση της πύλης H στο πρώτο κβαντοδυφίο θα δώσει –θυµηθείτε ότι
H|−〉 = |1〉–

|ψ3〉 = ±|1〉|−〉,
που είναι ξανά το προηγούµενό µας αποτέλεσµα: Η απάντηση είναι γραµµένη
στο πρώτο κβαντοδυφίο που είναι |1〉 στην παρούσα περίπτωση, έναντι |0〉 της
προηγούµενης.

Βλέπετε έτσι, καθώς εξοικειωνόµαστε βαθµιαία µε το κυκλωµατικό µοντέλο
του κβαντικού υπολογιστή, ότι τα πράγµατα –παρά τις θεµελιώδεις διαφορές τους–
αρχίζουν να θυµίζουν σιγά-σιγά τα κλασικά ηλεκτρικά κυκλώµατα στην «προ-
ολοκληρωµένη» εποχή τους. Λίγα βασικά στοιχεία –πηνία, πυκνωτές, αντιστά-
σεις, δίοδοι, τρανζίστορ, µπαταρίες, κ.λπ.– που πρέπει να µάθουµε πρώτα τι κάνει
το καθένα και µετά πώς να τα συνδυάζουµε ώστε να επιτύχουµε την εκτέλεση ενός
σύνθετου καθήκοντος.

Οι εποχές αλλάζουν αλλά κάποιοι βασικοί τρόποι σκέψης –όπως η ανάλυση
ενός σύνθετου καθήκοντος σε λίγες βασικές «πράξεις»– φαίνεται να διατηρούν
αναλλοίωτη την αξία τους.




