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Μιγαδικοί αριθμοί και στοιχειώδεις συναρτήσεις

Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγονται οι µιγαδικοί αριθµοί, οι στοιχειώδεις µιγαδικές συναρ-
τήσεις, και οι βασικές τους ιδιότητες. Όπως θα δούµε, οι µιγαδικοί αριθµοί έχουν έναν
απλό διδιάστατο χαρακτήρα που επιδέχεται µια άµεση γεωµετρική περιγραφή. Ενώ πολ-
λά συµπεράσµατα του λογισµού των πραγµατικών µεταβλητών µεταφέρονται και στις
µιγαδικές µεταβλητές, στον λογισµό των µιγαδικών συναρτήσεων ανακύπτουν επίσης
κάποιες πολύ σηµαντικές καινοφανείς και χρήσιµες έννοιες. Ακόµη, σε αυτό το κεφά-
λαιο εξετάζονται συνοπτικά και κάποιες εφαρµογές στις διαφορικές εξισώσεις.

1.1 Οι µιγαδικοί αριθµοί και οι ιδιότητές τους

Σε όλο το βιβλίο θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό του Euler για τη φανταστική
µονάδα:

i2 = −1 (1.1.1)

Κάθε µιγαδικός αριθµός µπορεί να γραφτεί στη µορφή:

z = x+ iy (1.1.2)

όπου x είναι το πραγµατικό µέρος τού z,Re(z), και y το φανταστικό µέρος τού z, Im(z).
Εάν y = 0, τότε λέµε ότι ο z είναι πραγµατικός αριθµός, ενώ εάν x = 0 λέµε ότι ο z είναι
καθαρά φανταστικός (ή απλά φανταστικός). Ένα στοιχείο x του συνόλου των πραγµατι-
κών αριθµών συµβολίζεται µε x ∈ R, ενώ ένα στοιχείο z του συνόλου των µιγαδικών
αριθµών συµβολίζεται µε z ∈ C. Η σχέση (1.1.2) αναπαρίσταται γεωµετρικά σε ένα
διδιάστατο σύστηµα συντεταγµένων, το λεγόµενο µιγαδικό επίπεδο (βλ. Σχήµα 1.1.1 ).
Ο οριζόντιος άξονας είναι ο άξονας των πραγµατικών αριθµών ενώ ο κατακόρυφος

είναι ο άξονας των φανταστικών αριθµών. Η αντιστοιχία µε τα διδιάστατα διανύσµατα
προκύπτει άµεσα. Ένας µιγαδικός αριθµός z = x + iy µπορεί να ερµηνευθεί ως ένα
διδιάστατο διάνυσµα (x, y).
Μια άλλη χρήσιµη αναπαράσταση των µιγαδικών αριθµών είναι η αναπαράσταση σε

πολικές συντεταγµένες (r, θ):

x = r cos θ y = r sin θ (r ≥ 0) (1.1.3)
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Σχήµα 1.1.1. Το µιγαδικό επίπεδο («επίπεδο z»)

Έτσι, ένας µιγαδικός αριθµός z µπορεί εναλλακτικά να γραφτεί σε πολική µορφή:

z = x+ iy = r(cos θ + i sin θ) (1.1.4)

Η ακτίνα r µπορεί να γραφτεί ως εξής:

r =
√
x2 + y2 ≡ |z| (1.1.5α)

(το σύµβολο ≡ δηλώνει ισοδυναµία), και αντιπροσωπεύει µια φυσική έννοια απόλυτης
τιµής του z, η οποία συµβολίζεται µε |z|, δηλαδή είναι το µήκος του διανύσµατος που
αντιστοιχεί στον z. Η τιµή |z| ονοµάζεται συχνά και µέτρο του z. Η γωνία θ λέγεται όρι-
σµα του z και συµβολίζεται µε arg(z). Θα ακολουθήσουµε την καθιερωµένη σύµβαση,
θεωρώντας ως θετική κατεύθυνση την αντιωρολόγια. Για z �= 0, οι τιµές του θ µπορούν
να προσδιοριστούν από τη σχέση (1.1.3) µε στοιχειώδη τριγωνοµετρία:

tan θ = y/x (1.1.5β)

όπου το τεταρτηµόριο στο οποίο ανήκουν τα x,y θεωρείται δεδοµένο. Σηµειωτέον ότι το
θ ≡ arg z δεν ορίζεται µονοσήµαντα, διότι η tan θ είναι περιοδική συνάρτηση του θ
µε περίοδο π. Για τυχόν z = x + iy όπου z �= 0, το θ παίρνει µία τιµή στο διάστηµα
θ0 ≤ θ < θ0 + 2π, όπου θ0 ένας αυθαίρετος αριθµός, ενώ οι υπόλοιπες τιµές του θ θα
διαφέρουν κατά ακέραια πολλαπλάσια του 2π. Επιλέγουµε θ0 = 0. Για παράδειγµα, αν
z = −1 + i, τότε |z| = r =

√
2 και θ = 3π

4 + 2nπ, n = 0,±1,±2, . . . . Οι παρα-
πάνω παρατηρήσεις ισχύουν αυτούσιες και στην περίπτωση που θα χρησιµοποιήσουµε
την πολική αναπαράσταση γύρω από ένα σηµείο z0 �= 0. Αυτό που κάνουµε είναι απλά
ότι µεταφέρουµε την αρχή των αξόνων από το z = 0 στο z = z0.
Σε αυτό το σηµείο θα µας διευκολύνει να εισαγάγουµε µια ειδική εκθετική συνάρτηση,

το πολικό εκθετικό, που ορίζεται ως εξής:

cos θ + i sin θ = eiθ (1.1.6)

Συνεπώς από τη σχέση (1.1.4) συνεπάγεται ότι ο z µπορεί να γραφτεί στη µορφή:

z = reiθ (1.1.4′)

Αυτή η εκθετική συνάρτηση έχει όλες τις ιδιότητες που γνωρίζουµε από τον στοιχειώδη
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απειροστικό λογισµό και αποτελεί ειδική περίπτωση της µιγαδικής εκθετικής συνάρτησης
που θα ορίσουµε παρακάτω. Για παράδειγµα, µε εφαρµογή γνωστών τριγωνοµετρικών
ταυτοτήτων, από τη σχέση (1.1.6) έπεται ότι :

e2πi = 1 eπi = −1 e
πi
2 = i e

3πi
2 = −i

eiθ1eiθ2 = ei(θ1+θ2) (eiθ)m = eimθ (eiθ)1/n = eiθ/n

Με δεδοµένες αυτές τις ιδιότητες, µπορεί κανείς να επιλύσει µια εξίσωση της ακόλουθης
µορφής:

zn = a = |a|eiφ = |a|(cosφ+ i sinφ), n = 1, 2, . . .

Χρησιµοποιώντας την περιοδικότητα των συναρτήσεων cosφ και sinφ, έχουµε:

zn = a = |a|ei(φ+2πm) m = 0, 1, . . . , n− 1

οπότε οι n ρίζες της εξίσωσης είναι οι εξής:

z = |a|1/nei(φ+2πm)/n m = 0, 1, . . . , n− 1.

Γιαm ≥ n οι ρίζες επαναλαµβάνονται.
Για a = 1 οι ρίζες αυτές είναι οι λεγόµενες n ρίζες της µονάδας: 1, ω, ω2, . . . , ωn−1,

όπουω = e2πi/n. Οπότε για n = 2, a = −1 έχουµε ότι οι λύσεις της z2 = −1 = eiπ είναι
z = {eiπ/2, e3iπ/2}, ή z = ±i. Ενώ στο πλαίσιο των πραγµατικών αριθµών η εξίσωση
z2 = −1 δεν έχει λύσεις, στο πλαίσιο των µιγαδικών αριθµών έχει δύο λύσεις. Όπως
θα δείξουµε παρακάτω σε αυτό το βιβλίο, µια n-οστού βαθµού πολυωνυµική εξίσωση
zn+an−1z

n−1+· · ·+a0 = 0, όπου οι συντελεστές {aj}n−1
j=0 είναι µιγαδικοί αριθµοί, έχει

ακριβώς n λύσεις (ρίζες), όπου συνυπολογίζονται και οι πολλαπλότητες (για παράδειγµα
λέµε ότι η (z− 1)2 = 0 έχει δύο ρίζες και ότι η z = 1 είναι µια ρίζα µε πολλαπλότητα 2).
Ο µιγαδικός συζυγής του z ορίζεται ως εξής:

z = x− iy = re−iθ (1.1.7)

∆ύο µιγαδικοί αριθµοί είναι ίσοι αν και µόνο αν τα πραγµατικά τους µέρη και τα φαν-
ταστικά τους µέρη είναι αντιστοίχως ίσα, δηλαδή αν zk = xk + iyk για k = 1, 2, τότε:

z1 = z2 ⇒ x1 + iy1 = x2 + iy2 ⇒ x1 = x2, y1 = y2

Έτσι, η έκφραση z = 0 σηµαίνει ότι x = y = 0.
Οι κανόνες για την πρόσθεση, την αφαίρεση, τον πολλαπλασιασµό, και τη διαίρεση

µιγαδικών αριθµών έπονται από τους κανόνες που διέπουν τους πραγµατικούς αριθµούς.
Συνεπώς, δεδοµένου ότι i2 = −1, έχουµε:

z1 ± z2 = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2) (1.1.8α)

και

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) (1.1.8β)



6 1 Μιγαδικοί αριθμοί και στοιχειώδεις συναρτήσεις

Ειδικότερα, από τη σχέση (1.1.5α) έχουµε:

zz = zz = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2 = |z|2 (1.1.8γ)

Αυτή η σχέση είναι πολύ χρήσιµη για τη διαίρεση µιγαδικών αριθµών:

z1
z2

=
x1 + iy1
x2 + iy2

=
(x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)

=
(x1x2 + y1y2) + i(x2y1 − x1y2)

x22 + y22

=
x1x2 + y1y2
x22 + y22

+
i(x2y1 − x1y2)

x22 + y22
(1.1.8δ)

Όπως µπορούµε να δείξουµε εύκολα, ισχύουν η αντιµεταθετική, η προσεταιριστική,
και η επιµεριστική ιδιότητα της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού.
Από γεωµετρικής σκοπιάς, η πρόσθεση δύο µιγαδικών αριθµών ακολουθεί τον κανόνα

του παραλληλογράµµου για τα διανύσµατα (βλ. Σχήµα 1.1.2).
Η χρήσιµη αναλυτική πρόταση

||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (1.1.9)

έχει τη γεωµετρική έννοια ότι καµία πλευρά ενός τριγώνου δεν είναι µεγαλύτερη σε µή-
κος από το άθροισµα των δύο άλλων πλευρών –γι’ αυτό και η σχέση (1.1.9) ονοµάζεται
τριγωνική ανισότητα.
Η απόδειξη της (1.1.9) έχει ως εξής:

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = z1z1 + z2z2 + z1z2 + z1z2

= |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z2)

Συνεπώς

|z1 + z2|2 − (|z1|+ |z2|)2 = 2(Re(z1z2)− |z1||z2|) ≤ 0 (1.1.10)

όπου η ανισότητα έπεται από το γεγονός ότι

x = Re z ≤ |z| =
√
x2 + y2

και |z1z2| = |z1||z2|. Η δεξιά ανισότητα της σχέσης (1.1.9) έπεται από τη σχέση (1.1.10),
αν πάρουµε την τετραγωνική ρίζα. Για να αποδείξουµε την αριστερή ανισότητα, θα εφαρ-

iy

x

Σχήµα 1.1.2. Πρόσθεση διανυσµάτων
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µόσουµε µια αλλαγή µεταβλητών. Θέτουµε

W1 = z1 + z2 W2 = −z2
οπότε από τη δεξιά ανισότητα (1.1.9) (που µόλις αποδείχθηκε) έχουµε ότι

|W1| ≤ |W1 +W2|+ | −W2|
ή |W1| − |W2| ≤ |W1 +W2|

πράγµα το οποίο αποδεικνύει την αριστερή ανισότητα (1.1.9) εάν θεωρήσουµε ότι
|W1| ≥ |W2|. Σε αντίθετη περίπτωση, εναλλάσσουµε τα W1 και W2 στις παραπάνω
σχέσεις και έχουµε ότι:

||W1| − |W2|| = −(|W1| − |W2|) ≤ |W1 +W2|
Σηµειωτέον ότι η σχέση (1.1.9) γενικεύεται άµεσα ως εξής:∣∣∣∣∣

n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|zj |

Ασκήσεις για την Ενότητα 1.1

1. Να εκφραστούν οι παρακάτω µιγαδικοί αριθµοί σε πολική εκθετική µορφή:

(α) 1 (β) − i (γ) 1 + i

(δ)
1

2
+

√
3

2
i (ε)

1

2
−

√
3

2
i

2. Να γραφτεί καθεµία από τις παρακάτω εκφράσεις στη µορφή a + bi, όπου a και b
πραγµατικοί αριθµοί:

(α) e2+iπ/2 (β)
1

1 + i
(γ) (1 + i)3 (δ) |3 + 4i|

(ε) Θέτουµε εξ ορισµού cos z = (eiz + e−iz)/2, και ez = exeiy.

Να υπολογιστεί το cos(iπ/4 + c), όπου c πραγµατικός αριθµός.

3. Να βρεθούν οι ρίζες των παρακάτω εξισώσεων:

(α) z3 = 4 (β) z4 = −1

(γ) (az + b)3 = c, όπου a, b, c > 0 (δ) z4 + 2z2 + 2 = 0

4. Να αποδειχθούν οι παρακάτω σχέσεις:

(α) z + w = z̄ + w̄ (β) |z − w| ≤ |z|+ |w| (γ) z − z̄ = 2iImz

(δ) Rez ≤ |z| (ε) |wz̄ + w̄z| ≤ 2|wz| (στ) |z1z2| = |z1||z2|

5. Οι µιγαδικοί αριθµοί αντιστοιχούν εν µέρει στα διανύσµατα του διδιάστατου χώρου.
Έστω ένας µιγαδικός αριθµός z = a+ bi και ένα διάνυσµα v = aê1+ bê2, όπου
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ê1 και ê2 είναι τα µοναδιαία διανύσµατα στην οριζόντια και στην κατακόρυφη διεύ-
θυνση αντίστοιχα.Να δειχθεί ότι οι κανόνες της πρόσθεσης z1±z2 καιv1 ±v2 δίνουν
ισοδύναµα αποτελέσµατα· οµοίως και τα µέτρα |z|2, |v|2 = v ·v. (Στην προκειµένη
περίπτωση, v ·v είναι το σύνηθες διανυσµατικό εσωτερικό γινόµενο.) Εξηγήστε για-
τί δεν υπάρχει γενική αντιστοιχία για τους κανόνες του πολλαπλασιασµού και της
διαίρεσης.

1.2 Στοιχειώδεις συναρτήσεις και στερεογραφικές προβολές

1.2.1 Στοιχειώδεις συναρτήσεις

Ως πρόλογο στην έννοια της συνάρτησης θα παρουσιάσουµε µερικούς τυπικούς ορισµούς
και κάποιες σχετικές έννοιες. Ένας κύκλος µε κέντρο z0 και ακτίνα r συµβολίζεται
|z − z0| = r. Μια γειτονιά ενός σηµείου z0 είναι το σύνολο των σηµείων z για τα οποία
ισχύει

|z − z0| < ε (1.2.1)

όπου ε είναι κάποιος (µικρός) θετικός αριθµός. Συνεπώς µια γειτονιά του σηµείου z0
αποτελείται από όλα τα σηµεία που βρίσκονται µέσα στον κύκλο µε ακτίνα ε, εκτός από
το σύνορό του. Ένας δακτύλιος r1 < |z − z0| < r2 έχει κέντρο το z0, εσωτερική ακτίνα
r1 και εξωτερική ακτίνα r2. Ένα σηµείο z0 ενός συνόλου σηµείων S λέγεται εσωτερικό
σηµείο του S αν υπάρχει γειτονιά του z0 που να εµπεριέχεται εξ ολοκλήρου στο S. Το
σύνολο S λέγεται ανοιχτό σύνολο αν όλα τα σηµεία του S είναι εσωτερικά. Ένα σηµείο
z0 λέγεται συνοριακό σηµείο του S αν κάθε γειτονιά του z = z0 περιέχει τουλάχιστον
ένα σηµείο του S και τουλάχιστον ένα σηµείο εκτός του S.
Ένα σύνολο που αποτελείται από όλα τα σηµεία ενός ανοιχτού συνόλου και κανένα

από τα συνοριακά του σηµεία, ή µερικά από τα συνοριακά σηµεία, ή όλα τα συνοριακά
σηµεία, ονοµάζεται περιοχή. Μια ανοιχτή περιοχή χαρακτηρίζεται φραγµένη αν υπάρ-
χει σταθεράM > 0 τέτοια ώστε όλα τα σηµεία z της περιοχής να ικανοποιούν τη σχέση
|z| ≤ M , δηλαδή να βρίσκονται µέσα σε αυτόν τον κύκλο. Μια περιοχή λέγεται κλει-
στή αν περιέχει όλα τα συνοριακά της στοιχεία. Μια περιοχή που είναι και κλειστή και
φραγµένη λέγεται συµπαγής. Συνεπώς η περιοχή |z| ≤ 1 είναι συµπαγής, διότι είναι και
κλειστή καί φραγµένη. Η περιοχή |z| < 1 είναι ανοιχτή και φραγµένη. Το ηµιεπίπεδο
Re z > 0 (βλ. Σχήµα 1.2.1) είναι ανοιχτό και µη φραγµένο.
Έστω κάποια σηµεία z1, z2, . . . , zn στο επίπεδο. Τα n− 1 ευθύγραµµα τµήµατα z1z2,

z2z3, . . . , zn−1zn, µε αυτήν τη σειρά, σχηµατίζουν µια τεθλασµένη γραµµή. Μια ανοι-
χτή περιοχή λέγεται συνεκτική αν δύο οποιαδήποτε σηµεία της µπορούν να ενωθούν µε
µια τεθλασµένη γραµµή που να εµπεριέχεται στην περιοχή. (Υπάρχουν και πιο αναλυτι-
κοί ορισµοί της συνεκτικότητας, αλλά ο απλός αυτός ορισµός αρκεί για τις ανάγκες της
µελέτης µας.) Στο Σχήµα 1.2.2 φαίνεται µια ενδεικτική συνεκτική περιοχή.
Παράδειγµα µη συνεκτικής περιοχής είναι το σύνολο των σηµείων που βρίσκονται

µέσα στον κύκλο |z| = 1 και έξω από τον κύκλο |z| = 2: S = {z : |z| < 1, |z| > 2}.
Μια συνεκτική ανοιχτή περιοχή ονοµάζεται χωρίο. Για παράδειγµα, το σύνολο (βλ.
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x

Σχήµα 1.2.1. Ηµιεπίπεδο

Σχήµα 1.2.3)

S = {z = reiθ : θ0 < arg z < θ0 + α}
είναι ένα µη φραγµένο χωρίο.
∆εδοµένου ότι ένα χωρίο είναι ανοιχτό σύνολο, δεν µπορεί να περιλαµβάνει κανένα

συνοριακό του σηµείο. Μια περιοχή θα συµβολίζεται µεR. Η κλειστή περιοχή που εµπε-
ριέχει τηνR και όλα τα συνοριακά της σηµεία συµβολίζεται µερικές φορές µεR. Όταν η
R είναι κλειστή, τότεR = R. Η έκφραση z ∈ R σηµαίνει ότι το σηµείο z εµπεριέχεται

z

z

z

z
z

z
2

1

3

5
6

4

Σχήµα 1.2.2. Συνεκτική περιοχή

α

ı

ı

0

0
+α

Σχήµα 1.2.3. Χωρίο – ένας τοµέας
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στηνR. Ένα χωρίο συνήθως θα συµβολίζεται µε D.
Εάν σε κάθε z ∈ R αντιστοιχεί µονοσήµαντα ένας µιγαδικός αριθµός w(z), τότε λέµε

ότι η w(z) είναι συνάρτηση της µιγαδικής µεταβλητής z, και γράφουµε

w = f(z) (1.2.2)

για να δηλώσουµε τη συνάρτηση f . Συχνά, γράφουµε απλώς w = w(z), ή και µόνοw. Η
ολότητα των τιµών f(z) που αντιστοιχούν στα σηµεία z ∈ R αποτελεί το πεδίο τιµών
της συνάρτησης f(z). Στο πλαίσιο αυτό, το σύνολοR συχνά λέγεται και πεδίο ορισµού
της συνάρτησης f . Συχνά το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης αποτελεί χωρίο, όπως αυτό
ορίστηκε παραπάνω ως σύνολο σηµείων, αλλά αυτό δεν είναι απαραίτητο.
Από τον παραπάνω ορισµό της συνάρτησης έπεται ότι µια συνάρτηση δεν µπορεί να

είναι πλειότιµη. Σε κάθε σηµείο z ∈ R δεν είναι δυνατόν να αντιστοιχούν περισσότερες
από µία τιµές της f(z). Στις Ενότητες 2.2 και 2.3 θα ασχοληθούµε λεπτοµερώς µε την
έννοια της πλειοτιµίας και τις περιπλοκές της.
Η απλούστερη συνάρτηση είναι το µονώνυµο:

f(z) = zn, n = 0, 1, 2, . . . (1.2.3)

Κάθε επόµενη δύναµη προκύπτει µε πολλαπλασιασµό: zm+1 = zmz, m = 0, 1, 2, . . ..
Ένα πολυώνυµο ορίζεται ως γραµµικός συνδυασµός µονωνύµων

Pn(z) =

n∑
j=0

ajz
j = a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n (1.2.4)

όπου οι aj είναι µιγαδικοί αριθµοί (δηλ. aj ∈ C). Σηµειωτέον ότι το πεδίο ορισµού της
Pn(z) είναι όλο το επίπεδο z, το οποίο συµβολίζεται απλώς z ∈ C. Μια ρητή συνάρτηση
είναι ο λόγος δύο πολυωνύµων Pn(z) καιQm(z), όπου Qm(z) =

∑m
j=0 bjz

j

R(z) =
Pn(z)

Qm(z)
(1.2.5)

και το πεδίο ορισµού της R(z) είναι το επίπεδο z, εκτός από τα σηµεία όπουQm(z) = 0.
Για παράδειγµα, η συνάρτησηw = 1/(1+z2) ορίζεται στο επίπεδο z εκτός από τα σηµεία
z = ±i. Αυτό το σύνολο σηµείων συµβολίζεται z ∈ C \ {i,−i}.
Για έναν µιγαδικό αριθµό z = x + iy η µιγαδική συνάρτηση f(z) µπορεί να γραφτεί

στη µορφή:

w = f(z) = u(x, y) + i v(x, y) (1.2.6)

όπου οι u και v ονοµάζονται πραγµατικό και φανταστικό µέρος της f(z), αντίστοιχα,
δηλ. u = Re f, v = Im f . Για παράδειγµα,

w = z2 = (x + iy)2 = x2 − y2 + 2ixy

οπότε

u(x, y) = x2 − y2 και v = 2xy.

Όπως και στην περίπτωση των πραγµατικών µεταβλητών, έτσι και εδώ έχουµε τις τυπι-
κές πράξεις σε συναρτήσεις. Για δύο συναρτήσεις f(z) και g(z), ορίζουµε την πρόσθεση
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f(z) + g(z), τον πολλαπλασιασµό f(z)g(z), και τη σύνθεση f [g(z)] µιγαδικών συναρ-
τήσεων.
Για να διευκολύνουµε τη µελέτη µας, ορίζουµε µερικές από τις πιο κοινές συναρτήσεις

µιας µιγαδικής µεταβλητής –οι οποίες, όπως τα πολυώνυµα και οι ρητές συναρτήσεις,
είναι ήδη γνωστές στον αναγνώστη.
Με αφετηρία την ιδιότητα των εκθετικών των πραγµατικών µεταβλητών, ea+b = eaeb,

ορίζουµε την εκθετική συνάρτηση

ez = ex+iy = exeiy

Με βάση τον ορισµό του πολικού εκθετικού (Εξίσωση (1.1.6), Ενότητα 1.1),

eiy = cos y + i sin y

βλέπουµε ότι

ez = ex(cos y + i sin y) (1.2.7)

Από την Εξίσωση (1.2.7) σε συνδυασµό µε ορισµένες τυπικές τριγωνοµετρικές ταυτότη-
τες προκύπτουν οι ιδιότητες

ez1+z2 = ez1ez2 και (ez)n = enz, n = 1, 2 . . . (1.2.8)

Να σηµειωθεί επίσης ότι

|ez| = |ex|| cos y + i sin y| = ex
√
cos2 y + sin2 y = ex

και

(ez) = ez = ex−iy = ex(cos y − i sin y)

Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις sin z και cos z ορίζονται ως εξής:

sin z =
eiz − e−iz

2i
(1.2.9)

cos z =
eiz + e−iz

2
(1.2.10)

Οι υπόλοιπες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ορίζονται κατά τον συνήθη τρόπο:

tan z =
sin z

cos z
, cot z =

cos z

sin z
, sec z =

1

cos z
, csc z =

1

sin z
(1.2.11)

Από τους παραπάνω ορισµούς έπονται όλες οι συνήθεις τριγωνοµετρικές ιδιότητες όπως
οι ακόλουθες:

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2,

sin2 z + cos2 z = 1, . . .
(1.2.12)

Ανάλογα ορίζονται και οι υπερβολικές συναρτήσεις:

sinh z =
ez − e−z

2
(1.2.13)
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cosh z =
ez + e−z

2
(1.2.14)

tanh z =
sinh z

cosh z
, coth z =

cosh z

sinh z
, sechz =

1

cosh z
, cschz =

1

sinh z

Οµοίως συνάγονται και οι συνήθεις ταυτότητες όπως η παρακάτω:

cosh2 z − sinh2 z = 1 (1.2.15)

Από αυτούς τους ορισµούς βλέπουµε ότι οι συναρτήσεις sinh z και sin z (cosh z και
cos z), ως συναρτήσεις µιγαδικής µεταβλητής, σχετίζονται µεταξύ τους µε τον εξής απλό
τρόπο:

sinh iz = i sin z, sin iz = i sinh z

cosh iz = cos z, cos iz = cosh z
(1.2.16)

Έχει γίνει πλέον σαφές ότι οι στοιχειώδεις συναρτήσεις που ορίστηκαν σε αυτήν την
ενότητα αποτελούν άµεσες γενικεύσεις των συµβατικών συναρτήσεων που ήδη γνωρί-
ζουµε από τις πραγµατικές µεταβλητές. Η αναλογία µάλιστα είναι τόσο στενή που επιτρέ-
πει έναν, εντελώς συνεπή µε τα παραπάνω, εναλλακτικό και συστηµατικό ορισµό συναρ-
τήσεων, ο οποίος µπορεί να καλύψει µια πολύ ευρύτερη κλάση συναρτήσεων. Αυτό προ-
ϋποθέτει την εισαγωγή της έννοιας της δυναµοσειράς. Οι σειρές και οι ακολουθίες θα
εξεταστούν εκτενέστερα στο Κεφάλαιο 3. Επειδή όµως ο αναγνώστης είναι ήδη εξοι-
κειωµένος µε τις δυναµοσειρές των πραγµατικών µεταβλητών, θεωρούµε χρήσιµο να
εισαγάγουµε την έννοια σε αυτό το σηµείο.
Η δυναµοσειρά µιας συνάρτησης f(z) γύρω από το σηµείο z = z0 ορίζεται ως εξής:

f(z) = lim
n→∞

n∑
j=0

aj(z − z0)
j =

∞∑
j=0

aj(z − z0)
j (1.2.17)

όπου τα aj , z0 είναι σταθερές.
Ένα κρίσιµο ζήτηµα είναι φυσικά η σύγκλιση. Χάριν απλότητας (και µε έναυσµα τις

πραγµατικές µεταβλητές, αλλά χωρίς να δώσουµε την απόδειξη σε αυτό το σηµείο), θεω-
ρούµε ότι η Εξίσωση (1.2.17) συγκλίνει, µε βάση το κριτήριο του λόγου, όταν

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣|z − z0| < 1 (1.2.18)

Συνεπώς συγκλίνει µέσα στον κύκλο |z − z0| = R, όπου

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣
όταν το όριο αυτό υπάρχει (βλ. επίσης Ενότητα 3.2). Εάν R = ∞, λέµε ότι η σειρά
συγκλίνει για όλα τα πεπερασµένα z, ενώ εάνR = 0 λέµε ότι η σειρά συγκλίνει µόνο για
z = z0. Το R λέγεται ακτίνα σύγκλισης.
Οι στοιχειώδεις συναρτήσεις που εξετάστηκαν παραπάνω εκφράζονται µε τη µορφή
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δυναµοσειράς ως εξής:

ez =

∞∑
j=0

zj

j!
, sin z =

∞∑
j=0

(−1)jz2j+1

(2j + 1)!
, cos z =

∞∑
j=0

(−1)jz2j

(2j)!

sinh z =

∞∑
j=0

z2j+1

(2j + 1)!
, cosh z =

∞∑
j=0

z2j

(2j)!

(1.2.19)

όπου j! = j(j − 1)(j − 2) · · · 3 · 2 · 1 για j ≥ 1, και 0! ≡ 1. Σύµφωνα µε το κριτήριο του
λόγου αυτές οι σειρές συγκλίνουν για κάθε πεπερασµένο z.
Οι µιγαδικές συναρτήσεις ανακύπτουν συχνά σε εφαρµογές. Για παράδειγµα, στη µε-

λέτη της ευστάθειας φυσικών συστηµάτων προκύπτουν εξισώσεις για µικρές αποκλίσεις
από την κατάσταση ηρεµίας ή ισορροπίας. Οι λύσεις της διαταραγµένης εξίσωσης µπο-
ρούν συχνά να γραφτούν στη µορφή ezt, όπου το t είναι πραγµατικός αριθµός (π.χ. ο
χρόνος) και ο z είναι µιγαδικός αριθµός που ικανοποιεί µια αλγεβρική εξίσωση (ή ένα
πιο περίπλοκο υπερβατικό σύστηµα). Λέµε ότι το σύστηµα είναι ασταθές, αν υπάρχουν
λύσεις µε Re z > 0 διότι |ezt| → ∞ για t → ∞. Λέµε ότι το σύστηµα είναι οριακά
ευσταθές, αν δεν υπάρχουν τιµές του z για τις οποίες Re z > 0, αλλά υπάρχουν κάποιες
µε Re z = 0. (Η αντίστοιχη εκθετική λύση είναι φραγµένη για όλα τα t.) Ένα σύστηµα
είναι ευσταθές και αποσβεννύµενο, αν για όλες τις τιµές του z ισχύει ότι Re z < 0, διότι
|ezt| → 0 καθώς t→ ∞.
Μια συνάρτηση w = f(z) µπορεί να θεωρηθεί ως απεικόνιση, ή µετασχηµατισµός,

των σηµείων του επιπέδου z (z = x+ iy) στα σηµεία του επιπέδου w (w = u+ iv). Στις
πραγµατικές µεταβλητές σε µία διάσταση, η έννοια αυτή ανάγεται στην κατανόηση του
γραφήµατος y = f(x), δηλαδή, της απεικόνισης των σηµείων x στα σηµεία y = f(x).
Στις µιγαδικές µεταβλητές η κατάσταση είναι πιο δύσκολη λόγω του ότι έχουµε τέσσε-
ρεις διαστάσεις –και άρα δεν είναι εφικτή µια γραφική αναπαράσταση όπως στη µονο-
διάσταση περίπτωση των πραγµατικών αριθµών. Αντ’ αυτού, θεωρούµε τα δύο µιγαδι-
κά επίπεδα z και w ξεχωριστά, και εξετάζουµε πώς µετασχηµατίζεται ή απεικονίζεται
η περιοχή στο µιγαδικό επίπεδο z σε µία αντίστοιχη περιοχή, ή εικόνα, στο επίπεδο w.
Ακολουθούν κάποια παραδείγµατα.

iy

r

x

iv R =  r

u

w = z

επίπεδο z

2

επίπεδο w

2

ı

Ê = 2ı

Σχήµα 1.2.4. Η απεικόνιση z → w = z2



14 1 Μιγαδικοί αριθμοί και στοιχειώδεις συναρτήσεις

iy

x
– iy

x

w = z

επίπεδο z
επίπεδο w

Σχήµα 1.2.5. Απεικόνιση συζυγίας

Παράδειγµα 1.2.1 Η συνάρτηση w = z2 απεικονίζει το άνω ηµιεπίπεδο z συµπεριλαµ-
βανοµένου του άξονα των πραγµατικών αριθµών, Im z ≥ 0, σε ολόκληρο το επίπεδο w
(βλ. Σχήµα 1.2.4). Αυτό γίνεται εµφανέστερο εάν χρησιµοποιήσουµε την πολική αναπα-
ράσταση z = reiθ . Στο επίπεδο z, το θ βρίσκεται στο διάστηµα 0 ≤ θ < π, ενώ στο
επίπεδο w, έχουµε w = r2e2iθ = Reiφ, R = r2, φ = 2θ οπότε το φ βρίσκεται στο
διάστηµα 0 ≤ φ < 2π.

Παράδειγµα 1.2.2 Η συνάρτηση w = z απεικονίζει το άνω ηµιεπίπεδο z, Im z > 0, στο
κάτω ηµιεπίπεδο w (βλ. Σχήµα 1.2.5). ∆ηλαδή, για z = x + iy και y > 0 έχουµε ότι
w = z = x− iy. Άρα w = u+ iv ⇒ u = x, v = −y.
Η µελέτη και κατανόηση των µιγαδικών απεικονίσεων είναι πολύ σηµαντική, και όπως

θα δούµε υπάρχουν πολλές σχετικές εφαρµογές. Η έννοια της απεικόνισης θα εξεταστεί
µε µεγαλύτερη προσοχή στις επόµενες ενότητες και στα κεφάλαια που ακολουθούν, οπότε
αυτή τη στιγµή δεν θα υπεισέλθουµε σε περισσότερες λεπτοµέρειες.
Συχνά είναι χρήσιµο να προστίθεται το επ’ άπειρον σηµείο (που συνήθως συµβολίζε-

ται µε∞ ή z∞) στο, µέχρι στιγµής ανοιχτό, µιγαδικό επίπεδό µας. Σε αντίθεση µε ένα
πεπερασµένο σηµείο z0, του οποίου η γειτονιά ορίζεται από την Εξίσωση (1.2.1), η γειτο-
νιά του z∞ ορίζεται από εκείνα τα σηµεία που ικανοποιούν τη σχέση |z| > 1/ε για όλα τα
(επαρκώς µικρά) ε > 0. Ένας βολικός τρόπος για να οριστεί το επ’ άπειρον σηµείο είναι
να θέσουµε z = 1/t και κατόπιν να πούµε ότι η τιµή t = 0 αντιστοιχεί στο σηµείο z∞.
Μια µη φραγµένη περιοχή R περιέχει το σηµείο z∞. Οµοίως, λέµε ότι µια συνάρτηση
παίρνει τιµές στο άπειρο αν ορίζεται σε µια γειτονιά του z∞. Το µιγαδικό επίπεδο όπου
συµπεριλαµβάνεται το σηµείο z∞ ονοµάζεται επεκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο.

1.2.2 Στερεογραφική προβολή

Έστω µια µοναδιαία σφαίρα η οποία κείται πάνω στο µιγαδικό επίπεδο µε τον νότιο πόλο
της στην αρχή των αξόνων του επιπέδου z (βλ. Σχήµα 1.2.6). Σε αυτήν την υποενότητα,
θα δούµε πώς µπορεί να απεικονιστεί το επεκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο στην επιφάνεια
µιας σφαίρας της οποίας ο νότιος πόλος αντιστοιχεί στην αρχή των αξόνων και ο βό-
ρειος πόλος στο σηµείο z∞. Όλα τα άλλα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου µπορούν να
απεικονιστούν ένα προς ένα σε σηµεία της επιφάνειας της σφαίρας µέσω της ακόλουθης
κατασκευής: Ενώνουµε το σηµείο z του επιπέδου µε τον βόρειο πόλο µέσω µιας ευθείας
γραµµής. Αυτή η γραµµή τέµνει τη σφαίρα στο σηµείο P . Με αυτόν τον τρόπο, κάθε
σηµείο z(= x + iy) του µιγαδικού επιπέδου αντιστοιχεί µονοσήµαντα σε ένα σηµείο P



1.2 Στοιχειώδεις συναρτήσεις και στερεογραφικές προβολές 15

P

N

S

�(X,Y,Z)

(0,0,0)

(0,0,2) iy

z = x + iy

x

επίπεδο z

Σχήµα 1.2.6. Στερεογραφική προβολή

στην επιφάνεια της σφαίρας. Αυτή η αντιστοίχιση λέγεται στερεογραφική προβολή και
αναπαρίσταται γραφικά στο Σχήµα 1.2.6. Το επεκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο λέγεται και
συµπεπηγµένο (κλειστό) µιγαδικό επίπεδο. Αυτή η θεώρηση του µιγαδικού επιπέδου
συχνά αποδεικνύεται χρήσιµη, και η γνώση της κατασκευής της στερεογραφικής προβο-
λής είναι πολύτιµη σε κάποιες προχωρηµένες µεθόδους επίλυσης.
Πιο συγκεκριµένα, το σηµείο P : (X,Y, Z) της σφαίρας το οποίο αντιστοιχίζεται µε το

σηµείο z = x+ iy του µιγαδικού επιπέδου είναι το σηµείο (X,Y, Z) στο οποίο τέµνει τη
σφαίρα η γραµµή που ενώνει τον βόρειο πόλο της,N : (0, 0, 2), µε το σηµείο z = x+ iy

στο επίπεδο. Η κατασκευή έχει ως εξής. Θεωρούµε τρία σηµεία στο τριδιάστατο σχήµα:

N = (0, 0, 2): βόρειος πόλος
P = (X,Y, Z): σηµείο της σφαίρας
C = (x, y, 0): σηµείο του µιγαδικού επιπέδου

Τα σηµεία αυτά πρέπει να βρίσκονται πάνω σε µια ευθεία γραµµή, συνεπώς η διαφορά
των σηµείων P −N πρέπει να είναι ένα πραγµατικό βαθµωτό πολλαπλάσιο της διαφοράς
C −N , δηλαδή

(X,Y, Z − 2) = s(x, y,−2) (1.2.20)

όπου ο s είναι πραγµατικός αριθµός (s �= 0). Η εξίσωση της σφαίρας είναι

X2 + Y 2 + (Z − 1)2 = 1 (1.2.21)

Από την Εξίσωση (1.2.20) συνεπάγεται ότι

X = sx, Y = sy, Z = 2− 2s (1.2.22)

Αν εισαγάγουµε τις τιµές (1.2.22) στην Εξίσωση (1.2.21) καταλήγουµε µετά από πράξεις
στη σχέση

s2(x2 + y2 + 4)− 4s = 0 (1.2.23)
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Η µοναδική µή µηδενική λύση αυτής της εξίσωσης είναι η

s =
4

|z|2 + 4
(1.2.24)

όπου |z|2 = x2 + y2. Συνεπώς για κάθε σηµείο z = x + iy στο επίπεδο, υπάρχει ένα
µοναδικό αντίστοιχό του στη σφαίρα:

X =
4x

|z|2 + 4
, Y =

4y

|z|2 + 4
, Z =

2|z|2
|z|2 + 4

(1.2.25)

Όπως βλέπουµε, υπό αυτήν την απεικόνιση η αρχή των αξόνων του µιγαδικού επιπέ-
δου, z = 0, αντιστοιχεί στον νότιο πόλο της σφαίρας (0, 0, 0), ενώ όλα τα σηµεία στο
|z| = ∞ αντιστοιχούν στον βόρειο πόλο (0, 0, 2). (Το τελευταίο γίνεται αντιληπτό από
το όριο |z| → ∞ µε x = |z| cos θ και y = |z| sin θ.) Από την άλλη πλευρά, εάν δοθεί
ένα σηµείο P = (X,Y, Z) µπορούµε να βρούµε τη µοναδική του εικόνα στο µιγαδικό
επίπεδο. Συγκεκριµένα, από την Εξίσωση (1.2.22) έχουµε

s =
2− Z

2
(1.2.26)

και

x =
2X

2− Z
, y =

2Y

2− Z
(1.2.27)

Η στερεογραφική προβολή απεικονίζει κάθε γεωµετρικό τόπο του µιγαδικού επιπέδου
σε έναν αντίστοιχο γεωµετρικό τόπο πάνω στη σφαίρα, και αντίστροφα. Για παράδειγµα,
η εικόνα ενός οποιουδήποτε κύκλου στο επίπεδο είναι ένας κύκλος πάνω στη σφαίρα ο
οποίος δεν διέρχεται από τον βόρειο πόλο. Παροµοίως, µια ευθεία αντιστοιχεί σε έναν
κύκλο ο οποίος διέρχεται από τον βόρειο πόλο (βλ. Σχήµα 1.2.7). Παρατηρήστε εν προ-
κειµένω ότι ένας κύκλος πάνω στη σφαίρα αντιπροσωπεύει τον γεωµετρικό τόπο που
εκφράζει την τοµή της σφαίρας µε κάποιο επίπεδο: AX + BY + CZ = D, όπου τα
A,B,C,D είναι σταθερές. Συνεπώς, από γεωµετρικής σκοπιάς, οι εικόνες ευθειών και
κύκλων πάνω στη σφαίρα δεν διαφέρουν ουσιαστικά µεταξύ τους. Επιπλέον, οι εικόνες
πάνω στη σφαίρα δύο µη παράλληλων ευθειών του επιπέδου τέµνονται σε δύο σηµεία της
σφαίρας –ένα εκ των οποίων είναι το επ’ άπειρον σηµείο. Σε αυτό το πλαίσιο, οι παράλ-

N

S

�

εικόνα:
ευθεία

γραμμή

κύκλος

εικόνα:

(0,0,2)

(0,0,0)

επίπεδο z

iy

κύκλος

Σχήµα 1.2.7. Κύκλοι και ευθείες σε στερεογραφική προβολή
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ληλες ευθείες είναι κύκλοι που εφάπτονται µεταξύ τους στο επ’ άπειρον σηµείο (βόρειος
πόλος). Πάνω στη σφαίρα δεν ισχύει πια η ευκλείδεια γεωµετρία.

Ασκήσεις για την Ενότητα 1.2

1. Να σχεδιαστούν οι περιοχές που ορίζουν οι παρακάτωανισότητες. Να προσδιοριστεί
εάν η κάθε περιοχή είναι ανοιχτή, κλειστή, φραγµένη ή συµπαγής.

(α) |z| ≤ 1 (β) |2z + 1 + i| < 4 (γ) Re z ≥ 4

(δ) |z| ≤ |z + 1| (ε) 0 < |2z − 1| ≤ 2

2. Να σχεδιαστούν οι παρακάτω περιοχές. Για καθεµία από αυτές να προσδιοριστεί
εάν είναι συνεκτική, και αν δεν είναι κλειστή να βρεθεί η θήκη της.

(α) 0 < arg z ≤ π (β) 0 ≤ arg z < 2π

(γ) Re z > 0 και Im z > 0

(δ) Re (z− z0)> 0 και Re (z− z1)< 0 για δύο µιγαδικούς αριθµούς z0, z1

(ε) |z| < 1
2 και |2z − 4| ≤ 2

3. Να χρησιµοποιηθεί ο τύπος του Euler για το εκθετικό καθώς και τα γνωστά αναπτύγ-
µατα σε σειρά των πραγµατικών συναρτήσεων ex, sin y, και cos y, για να δειχθεί ότι

ez =
∞∑
j=0

zj

j!

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε το παρακάτω ανάπτυγµα:

(x+ iy)k =

k∑
j=0

k!

j!(k − j)!
xj(iy)k−j

4. Να χρησιµοποιηθεί το ακόλουθο ανάπτυγµα σε σειρά

ez =
∞∑
j=0

zj

j!
, |z| <∞

για να προσδιοριστούν τα αναπτύγµατα σε σειρά των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) sin z (β) cosh z

Να χρησιµοποιηθούν τα αποτελέσµατα αυτά για να βρεθεί πού συγκλίνουν οι δυνα-
µοσειρές για τις sin2 z και sechz. Τι ισχύει για την tan z;

5. Προσδιορίστε, χρησιµοποιώντας οποιαδήποτε µέθοδο, τα αναπτύγµατα σε σειρά
των παρακάτω συναρτήσεων:

(α)
sin z

z
(β)

cosh z − 1

z2
(γ)

ez − 1− z

z
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6. Για z1 = x1 και z2 = x2, όπου x1, x2 πραγµατικοί αριθµοί, να αποδειχθούν, µέσω
της σχέσης

ei(x1+x2) = eix1eix2 ,

οι γνωστές τριγωνοµετρικές ταυτότητες

sin(x1 + x2) = sinx1 cosx2 + cosx1 sinx2

cos(x1 + x2) = cosx1 cosx2 − sinx1 sinx2

από τις οποίες έπεται ότι

sin 2x = 2 sinx cosx

cos 2x = cos2 x− sin2 x

7. Να εξεταστούν οι παρακάτω µετασχηµατισµοί (απεικονίσεις) του επιπέδου z στο
επίπεδο w· εδώ το z είναι ολόκληρο το πεπερασµένο µιγαδικό επίπεδο.

(α) w = z3 (β) w = 1/z

8. Έστω ο µετασχηµατισµός

w = z + 1/z z = x+ iy w = u+ iv

Να δειχθεί ότι η εικόνα των σηµείων του άνω ηµιεπιπέδου z (y > 0) που βρίσκονται
έξω από τον κύκλο |z| = 1 αντιστοιχεί σε ολόκληρο το άνω ηµιεπίπεδο v > 0.

9. Έστω ο παρακάτω µετασχηµατισµός

w =
az + b

cz + d
, Δ = ad− bc �= 0

(α) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση µπορεί να αντιστραφεί, δηλαδή µπορεί να βρεθεί
ένα µοναδικό z ως (µονότιµη) συνάρτηση του w παντού.

(β) Να επαληθευθεί ότι η απεικόνιση µπορεί να θεωρηθεί ως αποτέλεσµα τριών
διαδοχικών απεικονίσεων:

z′ = cz + d, z′′ = 1/z′, w = −Δ

c
z′′ +

a

c
όταν c �= 0, και έχει τη µορφή

w =
a

d
z +

b

d
για c = 0.

Τα παρακάτω προβλήµατα αφορούν την υποενότητα περί στερεογραφικής προβο-
λής.

10. Σε ποιες καµπύλες πάνω στη σφαίρα αντιστοιχούν οι ευθείες Re z = x = 0 και
Im z = y = 0;

11. Να προσδιοριστούν οι καµπύλες πάνω στη σφαίρα στις οποίες αντιστοιχούν οποιεσ-
δήποτε ευθείες του επιπέδου z.
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z

z

w = f(z) 

w
w

επίπεδο wεπίπεδο z

0 0

‰

ε

Σχήµα 1.3.1. Απεικόνιση µιας γειτονιάς

12. Να δειχθεί ότι ένας κύκλος στο επίπεδο z αντιστοιχεί σε έναν κύκλο πάνω στη
σφαίρα.(Ανατρέξτε στο σχόλιο µετά από την αναφορά στο Σχήµα 1.2.7 στην Ενό-
τητα 1.2.2.)

1.3 Όρια, συνέχεια και µιγαδική παραγώγιση

Οι έννοιες του ορίου και της συνέχειας στις µιγαδικές µεταβλητές είναι παρόµοιες µε
αυτές στις πραγµατικές µεταβλητές. Ως εκ τούτου, η µελέτη µας µπορεί να θεωρηθεί ως
σύντοµη ανασκόπηση πολλών ήδη γνωστών εννοιών. Έστω µια συνάρτηση w = f(z) η
οποία ορίζεται σε όλα τα σηµεία κάποιας γειτονιάς του z = z0, εκτός ίσως από το ίδιο το
z0. Λέµε ότι το όριο της f(z) είναι το w0, αν η f(z) τείνει στο w0 καθώς το z τείνει στο
z0 (τα z0, w0 είναι πεπερασµένα). Μαθηµατικά αυτό εκφράζεται ως εξής:

lim
z→z0

f(z) = w0 (1.3.1)

αν για κάθε (επαρκώς µικρό) ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

|f(z)− w0| < ε όταν 0 < |z − z0| < δ (1.3.2)

όπου η απόλυτη τιµή έχει οριστεί στην Ενότητα 1.1 (βλ. π.χ. Εξισώσεις 1.1.4 και 1.1.5α).
Ο ορισµός αυτός είναι σαφής όταν το z0 είναι εσωτερικό σηµείο µιας περιοχήςR στην

οποία ορίζεται η f(z). Αν το z0 είναι συνοριακό σηµείο τηςR, τότε απαιτούµε η Εξίσωση
(1.3.2) να ισχύει µόνο για τα σηµεία z ∈ R.
Οι έννοιες αυτές αποσαφηνίζονται γραφικά στο Σχήµα 1.3.1. Υπό την απεικόνισηw =

f(z), όλα τα σηµεία στο εσωτερικό του κύκλου |z − z0| = δ εξαιρουµένου του z0 απει-
κονίζονται σε σηµεία στο εσωτερικό του κύκλου |w − w0| = ε. Το όριο υπάρχει µόνο
όταν το z τείνει στο z0 (δηλ. z → z0) κατά αυθαίρετη κατεύθυνση· όταν συµβαίνει αυτό,
έπεται ότι w → w0.
Αυτός είναι ο τυπικός ορισµός του ορίου. Ακολουθούν κάποια παραδείγµατα.

Παράδειγµα 1.3.1 Να δειχθεί ότι

lim
z→i

2

(
z2 + iz + 2

z − i

)
= 6i. (1.3.3)
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Πρέπει να δείξουµε ότι για δεδοµένο ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε∣∣∣∣2
(
z2 + iz + 2

z − i

)
− 6i

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2
(
(z − i)(z + 2i)

(z − i)

)
− 6i

∣∣∣∣ < ε (1.3.4)

όταν

0 < |z − i| < δ (1.3.5)

Αφού z �= i, από την ανισότητα (1.3.4) έχουµε ότι 2|z− i| < ε. Συνεπώς αν δ = ε/2, η
Εξίσωση (1.3.5) εξασφαλίζει ότι ικανοποιείται η Εξίσωση (1.3.4), οπότε η Εξίσωση (1.3.3)
έχει αποδειχθεί.

Αυτός ο ορισµός του ορίου µπορεί επίσης να εφαρµοστεί στο επ’ άπειρον σηµείο
z = ∞. Λέµε ότι

lim
z→∞ f(z) = w0 (1.3.6)

(όπου w0 πεπερασµένο) αν για κάθε (επαρκώς µικρό) ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

|f(z)− w0| < ε όταν |z| > 1

δ
(1.3.7)

Σχετικά µε τα όρια, ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες. (Η απόδειξη αποτελεί µια καλή
άσκηση πάνω στον ορισµό του ορίου και ακολουθεί την αντίστοιχη απόδειξη για τις πραγ-
µατικές µεταβλητές.) Εάν για z ∈ R έχουµε δύο συναρτήσεις w = f(z) και s = g(z)

τέτοιες ώστε

lim
z→z0

f(z) = w0, lim
z→z0

g(z) = s0

τότε

lim
z→z0

(f(z) + g(z)) = w0 + s0

lim
z→z0

(f(z)g(z)) = w0s0

και

lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
w0

s0
(s0 �= 0)

Παρόµοια συµπεράσµατα µπορούν να εξαχθούν και για αθροίσµατα και γινόµενα πεπε-
ρασµένου αριθµού συναρτήσεων. Όπως αναφέρθηκε στην Ενότητα 1.2, το σηµείο
z = z∞ = ∞ αντιµετωπίζεται συχνά µέσω του µετασχηµατισµού

t =
1

z

Η γειτονιά του z = z∞ αντιστοιχεί στη γειτονιά του t = 0. Συνεπώς, η συνάρτηση
f(z) = 1/z2 κοντά στο z = z∞ συµπεριφέρεται όπως η f(1/t) = t2 κοντά στο µηδέν,
δηλαδή, t2 → 0 καθώς t→ 0, ή 1/z2 → 0 καθώς z → ∞.
Κατ’ αναλογία µε την πραγµατική ανάλυση, µια συνάρτηση f(z) λέγεται συνεχής στο

z = z0 εάν

lim
z→z0

f(z) = f(z0) (1.3.8)
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(όπου z0, f(z0) πεπερασµένα). Η Εξίσωση (1.3.8) συνεπάγεται ότι η f(z) υπάρχει σε µια
γειτονιά του z = z0 και ότι το όριο της f(z), καθώς το z τείνει στο z0, είναι το ίδιο το
f(z0). Στο πλαίσιο του συµβολισµού ε, δ, για δεδοµένο ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε
|f(z)−f(z0)| < ε όταν |z−z0| < δ. Με παρόµοιο τρόπο µπορεί να διαπιστωθεί η έννοια
της συνέχειας στο άπειρο. Συγκεκριµένα, αν limz→∞ f(z) = w∞, και f(∞) = w∞, τότε
ο ορισµός της συνέχειας στο άπειρο, limz→∞ f(z) = f(∞), έχει ως εξής: Για δεδοµένο
ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε |f(z)− w∞| < ε όταν |z| > 1/δ.
Μέσω των θεωρηµάτων για τα όρια αθροισµάτων και γινοµένων συναρτήσεων µπορεί

να αποδειχθεί ότι τα αθροίσµατα και τα γινόµενα συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχή.
Θα πρέπει να σηµειωθεί επίσης ότι αφού |f(z) − f(z0)| = |f(z) − f(z0)|, η συνέχεια
της f(z) στο z0 συνεπάγεται και τη συνέχεια της µιγαδικής συζυγούς f(z) στο z = z0.
(Θυµηθείτε τον ορισµό του µιγαδικού συζυγούς αριθµού, Εξίσωση (1.1.7).) Έτσι αν η
f(z) είναι συνεχής στο z = z0, τότε οι

Re f(z) = (f(z) + f(z))/2

Im f(z) = (f(z)− f(z))/2i

και |f(z)|2 = (f(z)f(z))

είναι επίσης συνεχείς στο z = z0.
Θα λέµε ότι µια συνάρτηση f(z) είναι συνεχής σε µια περιοχή εάν είναι συνεχής σε

κάθε σηµείο της περιοχής. Συνήθως όταν η περιοχή είναι σαφής από τα συµφραζόµενα
λέµε απλώς ότι η f(z) είναι συνεχής. Η συνέχεια σε µια περιοχή R γενικά προϋποθέτει
ότι δ = δ(ε, z0), δηλαδή, το δ εξαρτάται και από το ε και από το σηµείο z0 ∈ R. Αν
δ = δ(ε), δηλαδή το δ δεν εξαρτάται από το σηµείο z = z0, λέµε ότι η συνάρτηση f(z)
είναι οµοιόµορφα συνεχής σε µια περιοχήR.
Όπως και στην πραγµατική ανάλυση, έτσι και εδώ, µια συνάρτηση που είναι συνεχής

σε µια συµπαγή (κλειστή και φραγµένη) περιοχήR, είναι οµοιόµορφα συνεχής και φραγ-
µένη, δηλαδή υπάρχει C > 0 τέτοιο ώστε |f(z)| < C . (Οι αποδείξεις αυτών των προτά-
σεων προκύπτουν από τις αντίστοιχες προτάσεις της πραγµατικής ανάλυσης.) Επιπλέον,
σε µια συµπαγή περιοχή, το µέτρο |f(z)| παίρνει και τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή
του στην R. Αυτό έπεται από τη συνέχεια της πραγµατικής συνάρτησης |f(z)|.

Παράδειγµα 1.3.2 Να δειχθεί ότι η συνέχεια του πραγµατικού και του φανταστικού µέ-
ρους µιας µιγαδικής συνάρτησης f(z) συνεπάγεται ότι η f(z) είναι συνεχής.

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

Γνωρίζουµε ότι

lim
z→z0

f(z) = lim
x→x0
y→y0

(u(x, y) + iv(x, y))

= u(x0, y0) + iv(x0, y0) = f(z0)

οπότε η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. Η συγκεκριµένη απόδειξη καταδεικνύει επίσης ότι
µπορούµε να εξαγάγουµε πολλά αποτελέσµατα αυτής της ενότητας µέσω της πραγµατι-
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κής ανάλυσης.
Αντίστροφα, έχουµε

|u(x, y)− u(x0, y0)| ≤ |f(z)− f(z0)|
|v(x, y)− v(x0, y0)| ≤ |f(z)− f(z0)|

(διότι |f |2 = |u|2+|v|2), που σηµαίνει ότι η συνέχεια µιας συνάρτησης f(z) συνεπάγεται
τη συνέχεια του πραγµατικού και του φανταστικού µέρους της f(z). Αυτό προκύπτει από
το γεγονός ότι, για δεδοµένο ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε |f(z)− f(z0)| < ε όταν
|z−z0| < δ (και από την παρατήρηση ότι |x−x0| < |z−z0| < δ, |y−y0| < |z−z0| < δ).

Έστω ότι µια συνάρτηση f(z) ορίζεται σε κάποια περιοχήR που περιέχει τη γειτονιά
ενός σηµείου z0. Η παράγωγος της f(z) στο z = z0, που συµβολίζεται µε f ′(z0) ή
df
dz (z0), ορίζεται ως εξής:

f ′(z0) = lim
Δz→0

(
f(z0 +Δz)− f(z0)

Δz

)
(1.3.9)

υπό την προϋπόθεση ότι το όριο αυτό υπάρχει. Λέµε επίσης ότι η f είναι παραγωγίσιµη
στο z0.
Εναλλακτικά, εάν θέσουµεΔz = z − z0, η Εξίσωση (1.3.9) γράφεται και µε την εξής

τυπική µορφή:

f ′(z0) = lim
z→z0

(
f(z)− f(z0)

z − z0

)
(1.3.10)

Όταν η παράγωγος f ′(z0) υπάρχει για κάθε σηµείο z0 ∈ R, τότε λέµε ότι η συνάρτηση
f(z) είναι παραγωγίσιµη στην R, ή απλώς παραγωγίσιµη εάν η R είναι σαφής από τα
συµφραζόµενα. Όταν η f ′(z0) υπάρχει, τότε η f(z) είναι συνεχής στο z = z0. Αυτό
προκύπτει ως εξής:

lim
z→z0

(f(z)− f(z0)) = lim
z→z0

(
f(z)− f(z0)

z − z0

)
lim
z→z0

(z − z0)

= f ′(z0) lim
z→z0

(z − z0) = 0

Μια συνεχής συνάρτηση δεν είναι απαραίτητα παραγωγίσιµη. Αποδεικνύεται µάλιστα
ότι οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις έχουν πολλά ιδιαίτερα χαρακτηριστικά.
Από την άλλη πλευρά, καθώς τώρα έχουµε να κάνουµε µε µιγαδικές συναρτήσεις, που

έχουν διδιάστατο χαρακτήρα, ενδέχεται να προκύψουν νέα προβλήµατα και περιπλοκές
που δεν υπήρχαν στην περίπτωση των συναρτήσεων µίας πραγµατικής µεταβλητής. Ακο-
λουθεί ένα ενδεικτικό παράδειγµα. Έστω η συνάρτηση

f(z) = z (1.3.11)

Παρ’ όλο που όπως είδαµε προηγουµένως αυτή η συνάρτηση είναι συνεχής, θα δείξουµε
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ότι δεν έχει παράγωγο. Έστω το πηλίκο διαφορών:

lim
Δz→0

(z0 +Δz)− z0
Δz

= lim
Δz→0

Δz

Δz
≡ q0 (1.3.12)

Το όριο αυτό δεν υπάρχει, διότι το q0 δεν ορίζεται µονοσήµαντα, αλλά εξαρτάται από
τον τρόπο µε τον οποίο το Δz προσεγγίζει το µηδέν. Θέτοντας Δz = reiθ , έχουµε ότι
q0 = limΔz→0 e

−2iθ. Άρα αν Δz → 0 κατά µήκος του θετικού ηµιάξονα των πραγµα-
τικών αριθµών (θ = 0), τότε q0 = 1. Αν Δz → 0 κατά µήκος του θετικού ηµιάξονα
των φανταστικών αριθµών, τότε q0 = −1 (διότι θ = π/2, e−2iθ = −1), κ.λπ. Συνεπώς
καταλήγουµε στο απροσδόκητο συµπέρασµα ότι η συνάρτηση f(z) = z δεν είναι που-
θενά παραγωγίσιµη (δηλαδή, για κανένα z = z0) παρ’ όλο που είναι παντού συνεχής!
Μάλιστα, όπως θα δούµε αυτό ισχύει γενικά για τις µιγαδικές συναρτήσεις εκτός αν το
πραγµατικό και το φανταστικό µέρος µιας τέτοιας συνάρτησης ικανοποιούν ορισµένες
συνθήκες συµβατότητας (βλ. Ενότητα 2.1). Οι παραγωγίσιµες µιγαδικές συναρτήσεις, οι
οποίες λέγονται και αναλυτικές συναρτήσεις, είναι ιδιαίτερες και σηµαντικές.
Παρά το γεγονός ότι ο τύπος για την παράγωγο µιας µιγαδικής συνάρτησης f(z) έχει

ακριβώς την ίδια µορφή µε τον τύπο για την παράγωγο µιας πραγµατικής συνάρτησης, θα
πρέπει να τονιστεί ότι η παράγωγος f ′(z) προκύπτει από ένα διδιάστατο όριο (z = x+ iy

ή z = reiθ). Άρα για να υπάρχει η παράγωγος f ′(z) θα πρέπει το σχετικό όριο να υπάρχει
ανεξαρτήτως της κατεύθυνσης από την οποία το z προσεγγίζει το σηµείο ορίου z0. Για
µια συνάρτηση µίας πραγµατικής µεταβλητής έχουµε µόνο δύο κατευθύνσεις: x < x0
και x > x0.
Αν οι f και g έχουν παραγώγους, τότε από τις αντίστοιχες αποδείξεις για τις συναρτή-

σεις πραγµατικών µεταβλητών έχουµε ότι

(f + g)′ = f ′ + g′

(fg)′ = f ′g + fg′(
f

g

)′
= (f ′g − fg′)/g2 (g �= 0)

και αν οι f ′(g(z)) και g′(z) υπάρχουν, τότε

[f(g(z))]′ = f ′(g(z))g′(z)

Για την παραγώγιση πολυωνύµων, χρειαζόµαστε την παράγωγο της στοιχειώδους συνάρ-
τησης f(z) = zn, όπου n θετικός ακέραιος

d

dz
(zn) = nzn−1 (1.3.13)

Αυτό προκύπτει ως εξής:

(z +Δz)n − zn

Δz
= nzn−1 + a1z

n−2Δz + a2z
n−3Δz2 + . . .+Δzn → nzn−1

γιαΔz → 0, όπου a1, a2, . . ., είναι οι κατάλληλοι διωνυµικοί συντελεστές του (a+ b)n.
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Από το παραπάνω αποτέλεσµα έπονται τα πορίσµατα

d

dz
(c) = 0, c = σταθερά (1.3.15α)

d

dz
(a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ amz
m) = a1 + 2a2z + 3a3z

2 + · · ·+mamz
m−1

(1.3.15β)

Επιπλέον, όσον αφορά τα αναπτύγµατα σε δυναµοσειρά που εξετάσαµε νωρίτερα, έχουµε
ότι

d

dz

( ∞∑
n=0

anz
n

)
=

∞∑
n=0

nanz
n−1 (1.3.15)

εντός της ακτίνας σύγκλισης της σειράς.
Να σηµειωθεί επίσης ότι οι παράγωγοι των συνηθισµένων στοιχειωδών συναρτήσεων

συµπεριφέρονται όπως και στις πραγµατικές µεταβλητές. Συγκεκριµένα

d

dz
ez = ez,

d

dz
sin z = cos z,

d

dz
cos z = − sin z

d

dz
sinh z = cosh z,

d

dz
cosh z = sinh z

(1.3.16)

κ.λπ. Οι αποδείξεις προκύπτουν από τους θεµελιώδεις ορισµούς. Για παράδειγµα,

d

dz
ez = lim

Δz→0

ez+Δz − ez

Δz

= ez lim
Δz→0

(
eΔz − 1

Δz

)
= ez (1.3.17)

όπου παρατηρούµε ότι

lim
Δz→0

eΔz − 1

Δz
= lim

Δx→0
Δy→0

(
(eΔx cosΔy − 1) + ieΔx sinΔy

(Δx + iΔy)

)
= 1 (1.3.18)

Μπορεί κανείς να γράψει την Εξίσωση (1.3.18) σε µορφή πραγµατικού/φανταστικού µέ-
ρους και να χρησιµοποιήσει πολικές συντεταγµένες για ταΔx,Δy. Ο υπολογισµός αυτού
του ορίου εξετάζεται και στις ασκήσεις αυτής της ενότητας. Παρακάτω θα αποδείξουµε
τον τύπο της δυναµοσειράς για το ez (βλ. Εξίσωση (1.2.19),) από τον οποίο έπεται κατευ-
θείαν η Εξίσωση (1.3.18) (αφού ez = 1+ z + z2/2 + · · ·) χωρίς να χρειάζεται το διπλό
όριο. Επίσης οι άλλοι τύποι στην Εξίσωση (1.3.16) µπορούν να συναχθούν και µέσω των
Εξισώσεων (1.2.9), (1.2.10), (1.2.13), (1.2.14).

1.3.1 Στοιχειώδεις εφαρμογές στις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις

Ηµελέτη των διαφορικών εξισώσεωναποτελεί σηµαντική εφαρµογή των µιγαδικών µετα-
βλητών. Οι διαφορικές εξισώσεις στο µιγαδικό επίπεδο θα εξεταστούν σχετικά λεπτοµε-
ρώς παρακάτω. Ωστόσο, ήδη µπορεί κανείς να αντιληφθεί τη χρησιµότητα των εννοιών
που έχουν παρουσιαστεί µέχρι τώρα. Αν και πολλοί αναγνώστες πιθανότατα έχουν ήδη
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παρακολουθήσει κάποιο µάθηµα για διαφορικές εξισώσεις, αυτό δεν αποτελεί απαραί-
τητη προϋπόθεση για την κατανόηση των όσων ακολουθούν. Οι γραµµικές οµογενείς
διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές έχουν την ακόλουθη µορφή:

Lnw =
dnw

dtn
+ an−1

dn−1w

dtn−1
+ · · · a1 dw

dt
+ a0w = 0 (1.3.19)

όπου όλα τα {aj}n−1
j=0 είναι σταθερές, το n λέγεται τάξη της εξίσωσης, και (προς το

παρόν) το t θεωρείται πραγµατικό. Το t θα µπορούσε να θεωρηθεί και µιγαδικό (κάτι που
θα γίνει παρακάτω, στην Ενότητα 3.7). Στην περίπτωση αυτή, η µελέτη τέτοιων διαφορι-
κών εξισώσεων συνδέεται άµεσα µε πολλά από τα θέµατα που θα εξεταστούν παρακάτω
σε αυτό το βιβλίο. Προς το παρόν, όµως, θεωρούµε ότι το t είναι πραγµατικό. Για την
Εξίσωση (1.3.19) µπορεί κανείς να αναζητήσει λύσεις της ακόλουθης µορφής

w(t) = cezt (1.3.20)

όπου το c είναι µια σταθερά διάφορη του µηδενός. Εάν αντικαταστήσουµε την έκφρα-
ση (1.3.20) στην Εξίσωση (1.3.19), και βγάλουµε κοινό παράγοντα το cezt από όλους
τους όρους (σηµειωτέον ότι το ezt είναι διάφορο του µηδενός), παίρνουµε την παρακάτω
αλγεβρική εξίσωση:

zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0 = 0 (1.3.21)

Αν και µπορεί να διακρίνει κανείς διάφορες υποπεριπτώσεις, εµείς θα εξετάσουµε µόνο
τη βασική περίπτωση όπου υπάρχουν n διαφορετικές λύσεις της Εξίσωσης (1.3.22), τις
οποίες ονοµάζουµε {z1, z2, . . . , zn}. Κάθε µία από αυτές τις τιµές, έστω π. χ. zj , αντι-
στοιχεί σε µια λύση της Εξίσωσης (1.3.19)wj = cje

zjt, όπου cj µια αυθαίρετη σταθερά.
Επειδή η Εξίσωση (1.3.19) είναι γραµµική, η πιο γενική λύση είναι η εξής:

w(t) =

n∑
j=1

wj =

n∑
j=1

cje
zjt (1.3.22)

Σε εγχειρίδια διαφορικών εξισώσεων αποδεικνύεται ότι η Εξίσωση (1.3.22) είναι, στην
πραγµατικότητα, η γενικότερη δυνατή λύση. Στις διάφορες εφαρµογές, οι διαφορικές εξι-
σώσεις (Εξίσωση (1.3.19)) συχνά έχουν πραγµατικούς συντελεστές {aj}n−1

j=0 . Όπως προ-
κύπτει από τη µελέτη αλγεβρικών εξισώσεων της µορφής της Εξίσωσης (1.3.21), οι οποίες
θα εξεταστούν παρακάτω, υπάρχουν το πολύ n λύσεις –ακριβώς n λύσεις αν συνυπολο-
γιστεί η πολλαπλότητα των λύσεων. Μάλιστα, όταν οι συντελεστές είναι πραγµατικοί,
οι λύσεις είναι είτε πραγµατικές είτε ζεύγη συζυγών µιγαδικών. Σε οποιοδήποτε ζεύγος
συζυγών µιγαδικών αντιστοιχεί µια πραγµατική λύση w(t), η οποία µπορεί να βρεθεί αν
συνδυάσει κανείς το ζεύγος συζυγών µιγαδικών ριζών zj και zj µε συζυγείς µιγαδικές
σταθερές cj και cj . Για παράδειγµα, µια τέτοια πραγµατική λύση, έστωwp, που αντιστοι-
χεί στο ζεύγος z, z είναι η εξής:

wp(t) = cezt + cezt (1.3.23)
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Η λύση αυτή µπορεί να εκφραστεί και µέσω τριγωνοµετρικών συναρτήσεων και πραγ-
µατικών εκθετικών. Έστω z = x+ iy, οπότε έχουµε:

wp(t) = ce(x+iy)t + ce(x−iy)t

= ext[c(cos yt+ i sin yt) + c(cos yt− i sin yt)]

= (c+ c)ext cos yt+ i(c− c)ext sin yt (1.3.24)

Επειδή τα c + c = A, i(c − c) = B είναι πραγµατικοί αριθµοί, αυτό το ζεύγος λύσεων
µπορεί να τεθεί στην πραγματική µορφή

wc(t) = Aext cos yt+Bext sin yt (1.3.25)

∆ύο παραδείγµατα αυτών των εννοιών είναι η απλή αρµονική κίνηση (ΑΑΚ) και οι δονή-
σεις δοκών:

d2w

dt2
+ ω0

2w = 0 (ΑΑΚ) (1.3.26α)

d4w

dt4
+ k4w = 0 (1.3.26β)

όπου ω0
2 και k4 είναι πραγµατικές σταθερές διάφορες του µηδενός που εξαρτώνται από

τις παραµέτρους του φυσικού µοντέλου. Εάν αναζητήσουµε λύσεις της µορφής (1.3.20)
καταλήγουµε στις εξής εξισώσεις

z2 + ω0
2 = 0 (1.3.27α)

z4 + k4 = 0 (1.3.27β)

που έχουν τις εξής λύσεις (βλ. επίσης Ενότητα 1.1)

z1 = iω0, z2 = −iω0 (1.3.28α)

z1 = keiπ/4 =
k√
2
(1 + i)

z2 = ke3iπ/4 =
k√
2
(−1 + i)

z3 = ke5iπ/4 =
k√
2
(−1− i)

z4 = ke7iπ/4 =
k√
2
(1− i)

(1.3.28β)

Από την παραπάνω ανάλυση έπεται ότι οι αντίστοιχες πραγµατικές λύσεις w(t) θα
έχουν την εξής µορφή

w = A cosω0t+B sinω0t (1.3.29α)

w = e
kt√
2

[
A1 cos

kt√
2
+B1 sin

kt√
2

]
+ e

− kt√
2

[
A2 cos

kt√
2
+B2 sin

kt√
2

]
(1.3.29β)
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όπου A, B, A1, A2, B1, και B2 είναι αυθαίρετες σταθερές.
Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάσαµε και συνοψίσαµε τις βασικές ιδιότητες των µιγα-

δικών αριθµών και των στοιχειωδών συναρτήσεων. Όπως είδαµε µέχρι στιγµής, πολλές
έννοιες των µιγαδικών µεταβλητών απορρέουν από τη θεωρία των συναρτήσεων µίας
πραγµατικής µεταβλητής, αν και από τον διδιάστατο χαρακτήρα των µιγαδικών αριθµών
έχουν ήδη προκύψει κάποιες σηµαντικές διαφορές. Στα επόµενα κεφάλαια θα προκύψουν
αρκετά εντελώς νέα και αναπάντεχα αποτελέσµατα, και η απόκλιση από τις πραγµατικές
µεταβλητές θα γίνει πιο εµφανής.

Ασκήσεις για την Ενότητα 1.3

1. Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:

(α) limz→i(z + 1/z) (β) limz→z0 1/z
m, m ακέραιος

(γ) limz→i sinh z (δ) limz→0
sin z

z
(ε) limz→∞

sin z

z

(στ) limz→∞
z2

(3z + 1)2
(ζ) limz→∞

z

z2 + 1

2. Το πρόβληµα αυτό αφορά την απόδειξη µιας ειδικής περίπτωσης του κανόνα του
l’Hospital. Έστω ότι οι f(z) και g(z) έχουν δυναµοσειρές γύρω από το z = a, και

f(a) = f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (k)(a) = 0

g(a) = g′(a) = g′′(a) = · · · = g(k)(a) = 0

Αν οι f (k+1)(a) και g(k+1)(a) δεν είναι ταυτόχρονα ίσες µε το µηδέν, να δειχθεί ότι

lim
z→a

f(z)

g(z)
=
f (k+1)(a)

g(k+1)(a)

Τι συµβαίνει αν g(k+1)(a) = 0;

3. Αν |g(z)| ≤ M , M > 0 για κάθε z σε µια γειτονιά του z = z0, να δειχθεί ότι αν
limz→z0 f(z) = 0, τότε

lim
z→z0

f(z)g(z) = 0

4. Πού είναι παραγωγίσιµες οι παρακάτω συναρτήσεις;

(α) sin z (β) tan z (γ)
z − 1

z2 + 1
(δ) e1/z (ε) 2z

5. Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις Re z και Imz δεν είναι παραγωγίσιµες πουθενά.

6. Έστω ότι η f(z) είναι συνεχής συνάρτηση για όλα τα z. Να δειχθεί ότι αν f(z0) �= 0,
τότε πρέπει να υπάρχει µια γειτονιά του z0 στην οποία να ισχύει f(z) �= 0.

7. Έστω ότι η f(z) είναι συνεχής συνάρτηση όπου limz→0 f(z) = 0. Να δειχθεί ότι
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limz→0(e
f(z) − 1) = 0. Τι ισχύει για το limz→0((e

f(z) − 1)/z);

8. Έστω ότι δύο πολυώνυµα f(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n και g(z) = b0 + b1z

+ · · · + bmz
m είναι ίσα σε όλα τα σηµεία z µιας περιοχής R. Να αποδειχθεί µέσω

της έννοιας του ορίου ότιm = n και ότι όλοι οι συντελεστές {aj}nj=0 θα πρέπει να
είναι ίσοι µε τους αντίστοιχους συντελεστές {bj}nj=0. Υπόδειξη: Θεωρήστε τα όρια
limz→0(f(z)− g(z)), limz→0(f(z)− g(z))/(z), κ.λπ.

9. (α) Να αποδειχθεί, µέσω των παρακάτω τύπων αναπτύγµατος σε πραγµατικές σει-
ρές Taylor

ex = 1 + x+O(x2), cosx = 1 +O(x2),

sinx = x(1 +O(x2))

όπου το O(x2) σηµαίνει ότι οι όροι που είναι ανάλογοι του x2 παραλείπονται
(δηλ., lim

x→0
(O(x2))/(x2) = C, όπου C σταθερά), η εξής ισότητα:

lim
z→0

(ez − (1 + z)) = lim
r→0

(er cos θeir sin θ − (1 + r(cos θ + i sin θ))) = 0

(β) Να δειχθεί µέσω των παραπάνω αναπτυγµάτων Taylor ότι (πρβλ. Εξ. (1.3.18))

lim
Δz→0

(
eΔz − 1

Δz

)
= lim

r→0

{
(er cos θ cos(r sin θ)− 1) + ier cos θ sin(r sin θ)

r(cos θ + i sin θ)

}

= 1

10. Έστω z = x πραγµατικός αριθµός. Να βρεθούν µέσω της σχέσης (d/dx)eix = ieix

οι κλασικοί τύποι των παραγώγων των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων:
d

dx
sinx = cosx

d

dx
cosx = − sinx

11. Έστω οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις:

(α)
d3w

dt3
− k3w = 0

(β)
d6w

dt6
− k6w = 0

όπου το t είναι πραγµατικό και το k πραγµατική σταθερά. Να βρεθεί η γενική πραγ-
µατική λύση των παραπάνω εξισώσεων, και να γραφτεί µέσω πραγματικών συναρ-
τήσεων.
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12. Έστω η παρακάτω διαφορική εξίσωση:

x2
d2w

dx2
+ x

dw

dx
+ w = 0

όπου x πραγµατικό.

(α) Να δειχθεί ότι από τον µετασχηµατισµό x = et έπεται ότι

x
d

dx
=

d

dt
,

x2
d2

dx2
=

d2

dt2
− d

dt

(β) Μέσω των αποτελεσµάτων αυτών να δειχθεί ότι η w ικανοποιεί επίσης τη δια-
φορική εξίσωση

d2w

dt2
+ w = 0

(γ) Μέσω των αποτελεσµάτων αυτών να αποδειχθεί ότι η w έχει την πραγµατική
λύση

w = Cei(log x) + C̄e
−i(log x)

ή

w = A cos(log x) +B sin(log x)

13. Με βάση τη µεθοδολογία της Άσκησης 12, να βρεθεί η πραγµατική λύση των παρα-
κάτω εξισώσεων (όπου το x είναι πραγµατικός αριθµός και το k πραγµατική στα-
θερά):

(α) x2
d2w

dx2
+ k2w = 0, 4k2 > 1

(β) x3
d3w

dx3
+ 3x2

d2w

dx2
+ x

dw

dx
+ k3w = 0


